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Résumé

Les processus d’érosion et de sédimentation dans les rivières sont abordés de façon qualitative et quantitative. Un
analytique est proposée pour calculer la vitesse critique de sédimentation et d’érosiondépendant des propriétés physiques
matériel, de sa géométrie et des caractéristiques du flux d’eau. La vitesse critique d’érosion du lit des rivières, telle qu
déterminée par Hjulström [Bull. Geol. Inst. Univ. Uppsala 25 (1935) 221], s’explique par le comportement cohésif du m
La cohésion est dominée par l’action d’une force en 1/r2 pour les particules les plus petites et peut être modélisée en t
compte de la contrainte de rupture de Coulomb. En revanche, la vitesse critique de sédimentation peut être interp
simplement avec un modèle non cohésif(C = 0). Pour citer cet article : J. Gargani, C. R. Geoscience 336 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Theoretical contribution to the critical velocity of erosion of a cohesive bedload. The phenomena of erosion an
sedimentation in rivers are treated qualitatively and quantitatively. An analytical solution of the bedload critical velo
erosion and sedimentation is proposed, depending on material property, geometry and on flow characteristics. The criti
velocity of erosion of the river bed, as defined by Hjulström in 1935, can be explained by a cohesive behaviour of th
Whereas the cohesive force is dominated by an 1/r2 (r is the radius of grains) force when grains are small, it can be mod
by the cohesionC and the friction angleφ for larger grains.To cite this article: J. Gargani, C. R. Geoscience 336 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Mots-clés : érosion ; sédimentation ; cohésion ; vitesse critique ; Van der Waals ; particule
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1. Introduction

The bedload of rivers can be composed by n
cohesive and cohesive materials. For the non-cohe

Adresse e-mail : julien.gargani@ensmp.fr (J. Gargani).
1631-0713/$ – see front matter 2004 Académie des sciences. Publié
doi:10.1016/j.crte.2003.11.021
bedloads, some empirical formulae have been
posed to calculate the critical stress [8]. A statisti
approach has also been proposed to solve the p
lem of the critical stress [4]. In the last decade, so
interesting models have been developed on the g
movement or on the complex interaction between p
ticules [1,2,12,13].
par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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But these equations do not take into account
cohesion of the bedload. The Hjulström diagram [7
cannot be explained by the previous models. In spit
various and justified criticisms, the Hjulström diagra
suggests the existence of other processes. How ca
explain the Hjulström diagram (Fig. 5)?

The cohesion between grains is one of the l
studied mechanism influencing the critical veloc
necessary to move particles. The cohesion can be
to organic action but also to physical forces [3] (Figs
and 3). Can cohesion explain the Hjulström diagra
And what kind of cohesion?

The aim of this study is to model the critical velo
ity necessary to move grains into the rivers, especi
for cohesive bedloads. We propose an analytical s
tion based on classical physical principles.

2. Critical velocity

We have modelled the critical velocity necess
to move grains taking into account the cohesionC

and the friction angleφ (Fig. 2). These two physi
cal characteristics are representative of the mechanica
properties of the material. But considering only the
aspects, the model (Eq. (4)) cannot explain the H
ström diagram for the smallest particles (Fig. 4).

3. Force in 1/r2

We need to consider another force in 1/r2 acting
on particules. Considering this force (Eq. (5)), w
can explain the Hjulström diagram for all the grain
whereas previous studies explain only in part
Hjulström diagram (Fig. 6). The force in 1/r2 can be
due to the Van der Waals force, as suggested by D
et al. [3].

4. Conclusion

Our model can explain a larger range of critic
velocities for river erosion than previous ones. We ta
into account the Coulomb stress criteria (C, φ) and a
force in 1/r2 (wherer is the radius of the particles
The friction angleφ increases the resistance of t
material to erosion (Fig. 7). The viscosity of the flo
ν increases its capacity of erosion (Fig. 8).
1. Introduction

Les rivières peuvent être composées de maté
cohésif ou non cohésif. Pour le matériel non cohé
plusieurs formules empiriques ont été obtenues p
calculer le seuil critique de mise en mouvement
Auparavant, une approche statistique avait été réa
par Einstein [4], en prenant en compte la plupart
facteurs physiques qui influencent le processus. D
les dernières décennies, différents modèles ont
proposés pour interpréter le mouvement des gr
non-cohésifs dans l’eau et les interactions comple
entre les particules, ce qui a permis d’obtenir d
résultats intéressants [1,2,12,13].

Mais ces formules ne rendent compte que d’u
partie de l’érosion en œuvre dans le lit des rivière
en milieu marin [11]. En effet, elles ne s’applique
pas à des substrats cohésifs. De plus, des résulta
périmentaux sur la vitesse critique d’érosion et de
dimentation [7,9] ne sont pas expliqués par les théo
actuelles. Construit à partir d’une synthèse de di
rents travaux conduits en laboratoire ou sur le terr
sur des substrats homogènes pouvant être cohés
diagramme de Hjulström (Fig. 5) est controversé.
effet, les méthodes de mesure des différents po
expérimentaux ne sont pas homogènes entre elle
sont approximatives. Néanmoins, le résultat obt
concorde avec celui d’autres travaux [3] et l’allure g
nérale du diagramme est bien établie. Il reste don
préciser les règles de comportement des grains lo
leur mise en mouvement.

Des mécanismes physiques plus fins que c
établis pour les substrats non cohésifs sont nécess
pour interpréter les vitesses critiques d’érosion e
sédimentation dans la nature. Parmi les mécanis
influençant les seuils demise en mouvement, l
cohésion est certainement celui qui a été parmi
moins étudiés. La cohésion des particules peut
due à de multiples facteurs, comme, par exemple
présence d’agents organiques entre les particule
petite taille, la présence de microbes, ou l’existe
de forces agissant à l’échelle microscopique [3].

La cohésion du substrat augmente la résistan
l’érosion : mais peut-elle, à elle seule, expliquer
comportement des particules sur le lit de la rivièr
Et si oui, quel type de cohésion ?

Le but de cette étude est de modéliser le seui
mise en mouvement des particules dans les rivière
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particulier pour les substrats cohésifs. Nous propos
une solution analytique simple, basée sur des
physiques classiques, utilisant des coefficients d
la détermination empirique est un objet d’étude b
documenté.

2. Bilan des forces

Sur le lit d’une rivière, les forces agissant sur u
particule de rayonr et de masse volumiqueρp sur une
penteβ , dont la vitesse caractéristique du courant
Vfluide et dont la masse volumique estρf sont (Fig. 1) :

– la composante dans le sens de la pente du p
Fw = 4

3 πr3(ρp − ρf)g sinβ ;
– les forces de résistance 2π r2 τ ;
– la force d’entraînement par le courantFD =

2π r2CD ρf V
2
fluide ;

où nous faisons l’hypothèse, sur la base de résu
empiriques obtenus par Pye [10], que le coeffici
d’entraînementCD est une fonction du nombre d
ReynoldsRe :

(1)CD = 24

Re
+ 0,26

Nous négligeons ici la force de soulèvement géné
par le courant, dont l’amplitude est dix fois moi
élevée que la force d’entraînement (drag force) [3].
Cependant, celle-ci peut en certaines occasions j
un rôle important dans les processus d’érosion [6].

Fig. 1. Diagramme de définition des forces agissant sur une part
isolée.

Fig. 1. Force definition diagram for an isolated particle.
À l’équilibre (τ = τcrit), la vitesse critique de l’ea
(du fluide) est donnée par :

4

3
π r3(ρp − ρf)g sinβ + 2π r2CD ρf V

2
fluide

(2)= 2π r2τcrit

3. Vitesse critique

Pour simplifier l’étude de l’érosion, les substra
non cohésifs ont été davantage étudiés dans les
blications que les substrats cohésifs. Nous allons
étudier les substrats des rivières de façon plus
nérale. Nous avons modélisé un matériel cohési
considérant que celui-ci dépend de deux paramè
principaux : la cohésionC et l’angle de frictionφ

(tanφ = µ).
La contrainte critiqueτcrit nécessaire pour produir

la rupture dépend des caractéristiques du subs
Pour calculer la contrainte critique en fonction d
forces exercées et des caractéristiques du sub
on utilise le diagramme de Mohr (Fig. 2). Le poi
M(X,Z) matérialise le point de rupture du substr
pour des contraintesσ1 etσ2.

Z = OM × cosφ

avec

OM = σ1 − σ2

2
où σ1 et σ2 sont les contraintes exercées sur
superficie du substrat par le courant et la pression
l’eau (Fig. 3).

Fig. 2. Diagramme de définition de la cohésionC et de l’angle de
friction φ.

Fig. 2. CohesionC and friction angleφ definition diagram.
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Fig. 3. Diagramme des contraintes pour un substrat cohésif.

Fig. 3. Stress definition for a cohesive substrate.

On obtient :

X = Z

tanφ
− C

tanφ

d’ou la contrainte critique :

(3)τcrit1 = CD ρf V
2
fluide − ρf hg

2

cosφ

tanφ
+ C

tanφ

oùh est la hauteur d’eau.
En partant de l’équation (2) et en utilisant l’équ

tion (3), on obtient une équation du second de
pour la vitesse critique d’érosion des substrats co
sifs Vfluide, dont une seule des deux racines a un s
physique. La solution est :

(4)Vfluide =
12ν
r

+ √
∆

0,13ρf

avec

∆ =
(

12ν

r

)2

− 4× 0,13ρf

(
1− 1

2

cosφ

tanφ

)−1

×
(

r

3
(ρp − ρf)g sinβ + 1

4
ρf hg

cosφ

tanφ
+ C

2 tanφ

)

où ν est la viscosité dynamique.
La connaissance de la contrainte critique n

permet de calculer la vitesse critique à partir
laquelle il y a ou non possibilité de mouveme
(équation (4)).

La vitesse critique pour un matériel non cohé
(C = O) peut être interprétée comme la vitesse
dessous de laquelle il y a sédimentation des partic
(Fig. 4). Pour une cohésion nulle, le modèle perm
d’expliquer une partie du diagramme de Hjulströ
(Fig. 5). On remarque un double changement de p
dans le modèle. Le changement de pente aux alen
de 10 mm est également observable dans le diagra
de Hjulström.
Fig. 4. Vitesse critique pour un substrat cohésif :C = 30 kPa (trait
gras),C = 0 kPa (trait fin),φ = 10◦, β = 5◦, ν = 1 mm2 s−1 =
10−6 mm2 s−1, ρp = 2600 kg m−3.

Fig. 4. Critical velocity for a cohesive substrate:C = 30 kPa (bold
line), C = 0 kPa.φ = 10◦ , β = 5◦, ν = 1 mm2 s−1 = 10−6 m2 s−1,
ρp = 2600 kg m−3.

Fig. 5. Diagramme de Hjulström [7].

Fig. 5. Hjulström diagram [7].

En utilisant une cohésion raisonnable pour le su
strat du lit de la rivière (C < 40 kPa), on peut calcule
la vitesse critique théorique d’érosion. Cependan
cohésion, définie par la loi de Coulomb seule, ne p
met pas d’expliquer le comportement des particules
plus petites. On remarque notamment que la vite
réelle nécessaire pour mettre en mouvement les
ticules cohésives est plus grande que ne le prévo
modèle (Figs. 4 et 5).



J. Gargani / C. R. Geoscience 336 (2004) 561–566 565

les
aux
per-

ns
ent
deu

elles
es
ue
our
,

trats

ble

t
dé
e
te,

sif.
uil

strat
est
pas

e du
ge
nc à

ises

avec

th a

als
et,
des
der
ne
4. Force en 1/r2

En faisant l’hypothèse qu’une force en 1/r2 (où
r est le rayon des particules) agit sur les particu
cohésives, ceci permet d’accroître la résistance
processus d’érosion pour les petites particules et
met d’expliquer le diagramme de Hjulström.

En effet, en tenant compte d’une telle force da
l’équation fondamentale de la dynamique, on obti
une équation du second degré, dont une seule des
racines est positive. La solution est alors :

(5)Vfluide =
12ν
r

+ √
∆2

0,13ρf

avec

∆2 =
(

12ν

r

)2

− 4× 0,13ρf

(
1− 1

2

cosφ

tanφ

)−1

×
(

r

3
(ρp − ρf) g sinβ

+ 1

4
ρf hg

cosφ

tanφ
+ C

2 tanφ
− B

r2

)

oùB est une constante (∼ 0,01 kg m3 s−2). L’équation
(5) permet de retrouver des valeurs proches de c
du diagramme de Hjulström (Fig. 6). Si la taille d
particulesr est inférieure à 0,1 mm, la vitesse critiq
d’érosion diminue avec la taille des particules. P
les particules pour lesquellesr est supérieur à 0,2 mm
la vitesse critique nécessaire à l’érosion des subs
cohésifs augmente avec la taille des particules.

De plus, le comportement de cette équation sem
cohérent vis-à-vis des différents paramètres (C,φ, ν).
Ainsi, plus l’angle de frictionφ du substrat es
petit, plus facilement le lit de la rivière est éro
(Fig. 7). Quand la cohésionC du substrat de la rivièr
augmente, la difficulté pour éroder son lit augmen
et donc le seuil de mise en mouvement augmente.

La viscosité de l’eau influence le processus éro
Plus l’eau a une viscosité importante, moins le se
nécessaire pour mettre en mouvement le sub
cohésif est important (Fig. 8). La capacité érosive
donc augmentée. Néanmoins, le modèle ne tient
compte du couplage entre la charge sédimentair
flux et la vitesse du flux. En effet, une forte char
sédimentaire aura tendance à ralentir le flux et do
diminuer la capacité érosive.

Nous avons vu qu’une force en 1/r2 permettait
d’expliquer le comportement des particules soum
x

Fig. 6. Vitesse critique pour un substrat cohésif : comparaison
un modèle en 1/r2. B = 0,01 kg m3 s−2.

Fig. 6. Critical velocity for a cohesive substrate: comparison wi
model in 1/r2. B = 0.01 kg m3 s−2.

Fig. 7. Comportement théorique du modèle cohésif :φ = 10◦ et
φ = 30◦.

Fig. 7. Theoretical impact of the friction angle:φ = 10◦ and
φ = 30◦.

à l’érosion des rivières. La force de Van der Wa
pourrait être à l’origine d’un tel phénomène. En eff
en tenant compte, pour les petites particules,
forces d’attraction exercées par les forces de Van
Waals, on obtient la force de Hamaker [5] pour u
particule de rayonr à une distanced d’une surface
macroscopique (équation (6)).

(6)F = − Ar

2
6d
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Fig. 8. Comportement théorique du modèle cohésif :ν =
1 m2 s−1 = 10−6 m2 s−1 et ν = 1,2 mm2 s−1 = 1,2 × 10−6

m2 s−1 pour deux viscosités.

Fig. 8. Theoretical influence of the dynamic viscosity:ν =
1 mm2 s−1 = 10−6 mm2 s−1 andν = 1.2 mm2 s−1 = 1.2 × 10−6

mm2 s−1.

avec A la constante de Hamaker (∼ 10−20 J), r le
rayon des particules etd la distance entre les particule
et oùr � d .

Cette condition est ici remplie puisque sir ∼ 1 mm,
alors la distance entre les particulesd est inférieure au
millimètre puisque :

d =
√

A

6B
r3/2 ∼ 4,08× 10−12r3/2 � 1 mm

Dade et al. [3] prennent en compte également d
leur modèle le rôle joué par les forces de Van
Waals ; cependant, contrairement au modèle prés
ici, ils ne tiennent pas compte des caractéristiq
macroscopiques des matériaux cohésifs (cohésioC,
angle de frictionφ) qui peuvent également affect
les substrats non homogènes comprenant des grai
dimension plus importante.

5. Conclusion

Cette approche est différente des études pr
dentes, parce qu’elle traite aussi bien les subs
cohésifs que ceux non cohésifs. De plus, pour
substrats cohésifs, au lieu de considérer uniquem
les processus d’interaction pour les particules les
petites à travers la constante de Hamaker [3], les
cificités macroscopiques des substrats, homogène
e

t

non, sont décrites. En effet, la cohésion n’est pas
tièrement prédite par un terme en 1/r2.

Malgré la simplicité de la théorie, les résultats th
riques sont en accord avec lesobservations expérimen
tales de divers auteurs. Pour les particules cohés
de rayon inférieur à 0,1 mm, le seuil d’érosion dim
nue avec l’augmentation du rayon des particules. P
les particules cohésives de rayon supérieur à 0,2
le seuil d’érosion augmente avec l’augmentation
rayon des particules. L’action de la charge en sédim
sur le pouvoir érosif de la rivière est mise en eviden
Néanmoins, le modèle ne rend pas compte du fait
la charge sédimentaire a tendance à ralentir le flu
donc ne favorise plus le pouvoir érosif à partir d’
certain seuil.
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