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Résumé

La modélisation du transport réactif avec des processus biologiques, chimiques ou radioactifs nécessite des
numériques capables de reproduire des fronts de concentration très abrupts. Dans ce travail, nous présentons un
méthodeELLAM ( Eulerian–Lagrangian Localized Adjoint Method) pour résoudre l’équation de transport réactif avec
coefficients non constants. Afin d’éviter les interpolations (sourced’erreurs), la méthode utilise des maillages variables po
définir la solution ainsi que les fonctions test. Cette méthode est utilisée pour simuler la propagation d’un front raide en milie
poreux non saturé ainsi que le transport multi-espèces. Les résultats ne présentent, ni oscillations, ni diffusion numérique
restent précis, même en utilisant de grands pas de temps.Pour citer cet article : A. Younes, C. R. Geoscience 336 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Modelling reactive transfer in unsaturated porous media using a moving-grid FV-ELLAM. Modelling contaminant
transfer with biological/chemical/radioactive processes needs appropriate numerical methods able to reprodu
concentration fronts. In this work, we develop a new Eulerian–Lagrangian Localized Adjoint Method (ELLAM) for s
the reactive transport equation with non-constant coefficients. To avoid interpolation (leading to errors), we use a
grid to define the solution and test functions. The method is used to simulate first the infiltration of solute into a co
unsaturated porous medium and second the multispecies transport. The developed ELLAM gives accurate results without no
physical oscillationsor numerical diffusion, even when using large time steps.To cite this article: A. Younes, C. R. Geoscience
336 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Mots-clés :sol ; milieux poreux ; écoulements non saturés ;ELLAM; transport réactif

Keywords:soil; porous media; unsaturated flow; ELLAM; reactive transport

Adresse e-mail :younes@imfs.u-strasbg.fr (A. Younes).
1631-0713/$ – see front matter 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crte.2004.01.003

http://


548 A. Younes / C. R. Geoscience 336 (2004) 547–552

l/
u-
tion
er-
ort

ian
ar-

nt of
the
he

L-
en-
d
dd
is
n–
ng
ons

e

e

ics.

re-
for

vel-
te
er-
to
ua-
ut

ies
are
od

o
nd
ns

so-
ra-
nt.
it le
par

ion–
rmes

tra-
and
des
olu-

nces
non
élé-
ces
13]
de

M)
-
an-

pour
dis-
so-
é-
ts
e et
aux

é-
ndre
es

ps.
nt
au

s de
e la
-
ap-
ont
lace

que
ds
est
Abridged English version

Modelling contaminant transfer with biologica
chemical/radioactive processes needs appropriate n
merical methods able to reproduce sharp concentra
fronts. In this work, we are interested in the num
ical solution of the non-constant-coefficient transp
equation (1).

For the convective-dominated transport, Euler
methods often generate numerical solutions with
tificial diffusion and/or non-physical oscillations [6].
Characteristic methods use a Langragian treatme
the advective part and an Eulerian treatment of
dispersive part of the transport equation [1,7]. T
Eulerian–Lagrangian Localized Adjoint Method (EL-
LAM) is an improved characteristic method [4]. E
LAM uses space–time test functions [2,10]. Conv
tional ELLAM formulations use a fixed grid and nee
interpolation at each time step that is known to a
numerical diffusion to the solution [8,9]. To avoid th
problem, we develop a new Finite-Volume Euleria
Langragian Localized Adjoint Method using a movi
spatial grid to define the solution and the test functi
of ELLAM.

The weak formulation of Eq. (1), using space–tim
test functions in the formω = ω(x, t) is given in
Eq. (2). ELLAM selectsω(x, t) so as to make th
adjoint integral of (3) vanish for allx andt . Therefore,
ω(x, t) must be exponential along the characterist
Hence, the transport equation simplifies to Eq. (4).

In this work, we use a moving-grid method. The
fore, subdomains are not fixed in space (see [14]
details). To evaluate the performance of the de
oped method, we simulate first the infiltration of solu
into a column of unsaturated porous medium. We p
form three simulations with different time steps
simulate the non-constant-coefficient transport eq
tion (see Table 1). All simulations give results witho
any oscillation or numerical diffusion (see Fig. 1).

The method is then used to simulate multispec
transport (Eq. (7)). The three species modelled
ammonium, nitrite, and nitrate, respectively. Go
agreement between analytical and ELLAM solutions
is obtained (see Fig. 2).

The new ELLAM using a moving spatial grid t
define the solution and test functions is robust a
well adapted for solving reactive transport equatio
in porous media.
1. Introduction

La contamination des eaux souterraines par des
lutés avec processus biologiques, chimiques ou
dioactifs est un problème d’environnement importa
Dans ces cas, le modèle mathématique qui décr
transport de contaminants dans le sol est formé
un ensemble d’équations de convection–dispers
réaction, qui peuvent être couplées à travers les te
de réaction (réaction entre plusieurs espèces).

Ces processus modifient les fronts de concen
tion, qui peuvent devenir raides. De même, qu
la convection est dominante, la solution présente
fronts de concentration abrupts. Dans ces cas, la s
tion obtenue par les méthodes classiques (différe
finies ou éléments finis) présente des oscillations
physiques [6]. Les différences finies amont ou les
ments finis de Petrov–Galerkin permettent d’éviter
oscillations, mais génèrent un étalement du front [
qui aboutit à une mauvaise prédiction de la zone
contamination.

Les méthodes Euleriennes–Lagrangiennes (EL
telles que MMOC (Modified Method of Characteris
tics) ont rencontré un certain succès ces dernières
nées. En combinant une méthode lagrangienne (
la convection) et une méthode eulerienne (pour la
persion), elles ont notamment permis d’obtenir des
lutions sans oscillations et avec une diffusion num
rique très limitée [1,7]. Les principaux inconvénien
des ELM sont qu’elles ne conservent pas la mass
ne traitent pas de façon rigoureuse les conditions
limites [13].

Les ELLAM [2,4,10] constituent une classe de m
thodes de caractéristiques qui permettent de pre
en compte les conditions aux limites en utilisant d
fonctions test qui dépendent de l’espace et du tem

Comme les autres ELM, les ELLAM nécessite
des interpolations pour trouver la concentration
pied de chaque caractéristique et à chaque pa
temps [2]. Ces interpolations peuvent engendrer d
diffusion numérique [8,9]. Afin d’éviter ces interpo
lations, nous avons développé [14] une nouvelle
proche, où les fonctions test ainsi que la solution s
définies sur une discrétisation spatiale qui se dép
avec le fluide.

Après la présentation du modèle mathémati
de transport réactif en milieu poreux, les gran
principes des ELLAM sont exposés. Le modèle
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ensuite utilisé pour simuler les expériences de Tou
et Vauclin [11] pour le transport en milieu poreu
non saturé ainsi que pour le transport multi-espè
(ammonium, nitrite et nitrate) dans un sol.

2. Le modèle mathématique à une dimension
d’espace

Le transfert de polluant avec des processus bio
logiques, chimiques ou radioactifs peut être dé
par un ensemble d’équations d’advection–dispers
réaction, de la forme :

L(C) = ∂(R(x, t)C(x, t))

∂t
+ ∂(q(x, t)C(x, t))

∂x

+ K(x, t)C(x, t) − ∂

∂x

(
D(x, t)

∂C(x, t)

∂x

)

(1)= f (x, t)

avecq(x, t) la vitesse de Darcy(LT −1), C(x, t) la
concentration,L(C) l’opérateur différentiel,R(x, t) le
facteur de retard etK(x, t) le coefficient de réaction d
premier ordre(T −1).

Le coefficient de dispersionD(x, t) est donné pa
D(x, t) = λL |q| + Dmτ , où λL est la dispersivité du
milieu (L), τ la tortuosité,Dm la diffusion moléculaire
(L2T −1) etf (x, t) le terme puits/source.

L’équation (1) est définie sur le domaine espa
temps,Ωxt = [0, l] × [0, T ] avec des conditions ini
tiales et des conditions aux limites de type Dirich
ou Neumann.

3. Résolution numérique de l’équation de
transport

La méthode ELLAM utilise des fonctions test q
dépendent de l’espace et du tempsω = ω(x, t) et
qui sont définies uniquement sur l’intervalle[tn, tn+1].
L’écriture variationnelle de (1) donne alors :

T∫
0

∫
Ω

∂(RωC)

∂t
dx dt

−
T∫ ∫

C

[
R

∂ω

∂t
+ q

∂ω

∂x
− Kω

]
dx dt
0 Ω
+
T∫

0

∫
Ω

∂

∂x

[(
qC − D

∂C

∂x

)
ω

]
dx dt

+
T∫

0

∫
Ω

D
∂C

∂x

∂ω

∂x
dx dt

(2)=
T∫

0

∫
Ω

f ωdx dt

On choisitω de telle façon que l’adjoint associé à
partie hyperbolique soit nul [10] :

(3)
Dω

Dt
= ∂ω

∂t
+ V

∂ω

∂x
= λω

avecV = q/R etλ = K/R.
ω est une fonction qui varie d’une façon expone

tielle le long de la caractéristique. L’équation (2) d
vient alors :
T∫

0

∫
Ω

∂(RωC)

∂t
dx dt

+
T∫

0

∫
Ω

∂

∂x

[(
qC − D

∂C

∂x

)
ω

]
dx dt

+
T∫

0

∫
Ω

D
∂C

∂x

∂ω

∂x
dx dt

(4)=
T∫

0

∫
Ω

f ωdx dt

La résolution de cette équation nécessite la conn
sance de la concentration au pied de chaque carac
tique [2]. Afin d’éviter les interpolations (les pieds d
caractéristiques ne correspondent pas forcément
nœuds du maillage), nous utilisons une discrétisa
spatiale mobile qui se déplace avec la vitesse du fl
q/R (voir [14] pour les détails).

4. Simulation de cas d’école

4.1. Transport en milieu poreux non saturé

Nous simulons l’expérience de Touma et Vauc
[11]. Il s’agit d’une colonne de sol verticale, initiale
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Tableau 1
Description des trois simulations effectuées pour le transfert en milieu poreux non saturé

Table 1
Description of the three simulations for an unsaturated problem

�t Nombre de�t p Nombre final d’éléments Temps de calcul [s

Simulation 1 1 1000 1 1020 17
Simulation 2 100 10 1 30 0,16
Simulation 3 1000 1 6 26 0,14
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ment non saturée, de longueur 20 cm, dans laquell
considère une infiltration continue d’eau et de solu
partir de la surface. Le milieu poreux est initialeme
en équilibre avec une pression imposée de−100 cm
d’eau en bas de la colonne. Le flux à la surface es
8,3 cmh−1.

Les coefficients de l’équation de transport dans
cas ne sont pas constants, puisque la vitesse et la te
en eau varient dans l’espace et dans le temps.
obtenir la répartition de la vitesse et de la teneur
eau au cours du temps, nous devons préalable
résoudre l’équation de l’écoulement. Le domaine
discrétisé en 20 éléments identiques et l’équation
Richards est résolue avec la méthode des volumes
en utilisant un pas de temps fixe de�t = 1 s. La teneur
en eau est reliée à la pression par la relation [12] :

(5)θ = (θs − θr)/
∣∣1+ (αh)n

∣∣1−1/n + θr

avec [11] :θs = 0,312,θr = 0,0265,α = 0,044 cm−1

etn = 2,2 et la conductivité (en cm h−1) est approchée
[11] par :

(6)K = 18 130θ6,07

La dispersivité longitudinale estλr = 0,1 cm. La
durée simulée est de 1000 s. Trois simulations (
Tableau 1), avec des pas de temps différents (�t = 1 s,
100 s et 1000 s), sont effectuées.

À chaque pas de temps,p nouveaux élément
arrivent par la frontière amont etr éléments quitten
le domaine par la frontière aval. Le nombrep peut
être fixé par l’utilisateur. Le nombrer est nul dans
le problème étudié, car la vitesse de l’eau en
de la colonne est nulle pendant toute la pério
de simulation. Le Tableau 1 présente le nombrep

d’éléments ajoutés pendant chaque pas de temps
que le nombre final d’éléments et le temps de ca
pour chaque simulation.

La Fig. 1 présente les profils de concentrat
obtenus pour les trois simulations. La solution
r
r

t

i

Tableau 2
Paramètres pour le transport multi-espèces

Table 2
Parameters for the multispecies transport problem

Vitesse [cm h−1] u 1,0
Coefficient de dispersion [cm2 h−1] D 0,2
Facteur de retard R1 1,0
Coefficient de réaction de l’espèce 1 [h−1] k1 0,01
Coefficient de réaction de l’espèce 2 [h−1] k2 0,1
Coefficient de réaction de l’espèce 3 [h−1] k3 0,0

concentration
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Solution de référence

Fig. 1. Profil de concentration après une durée d’infiltration d
1000 s.

Fig. 1. Simulated concentration att = 1000 s.

référence, obtenue avec la méthode des éléments
standard, avec une discrétisation fine en espac
en temps (�x = 0,05 cm,�t = 0,1 s), nécessite u
temps de calcul de 43,5 s. Ces résultats montren
robustesse de la méthode développée. Même ave
seul pas de temps de�t = 1000 s et un maillage d
seulement 26 éléments, les résultats obtenus re
précis et ne présentent, ni oscillations, ni diffus
numérique. En effet, la méthode ELLAM perm
l’utilisation de grands pas de temps, vu que la varia
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de la concentration est beaucoup moins importan
long des caractéristiques que la variation dans le te
à une position fixée. L’utilisation d’un seul pas
temps peut entraîner, cependant, une sous-estim
de la dispersion [3].

4.2. Transport multi-espèces

Le modèle proposé est ensuite utilisé pour simu
ler le transport multi-espèces (ammonium, nitrite et
trate) avec sorption et dégradation d’ordre 1, dans
écoulement monodimensionnel. On considère le
où l’espèce 1 est adsorbée à la surface des grains
dégrade pour donner l’espèce 2, qui elle-même se
grade pour donner l’espèce 3. La solution analytiqu
ce problème a été développée dans [5].

Le système d’équations à résoudre est le suivan

(1+ R1)
∂C1

∂t
= D

∂2C1

∂z2
− u

∂C1

∂z
− k1C1

∂C2

∂t
= D

∂2C2

∂z2 − u
∂C2

∂z
− k2C2 + k1C1

(7)
∂C3

∂t
= D

∂2C3

∂z2
− u

∂C3

∂z
− k3C3 + k2C2

Les conditions initiales et aux limites sont :

C1(0, t) = 1, C2(0, t) = 0, C3(0, t) = 0

C1(z,0) = C2(z,0) = C3(z,0) = 0

Les valeurs des paramètres sont données dan
Tableau 2.

Le domaine représente une colonne de 60
de long. La discrétisation spatiale est uniforme a
un pas d’espace�x = 1 cm. Le pas de temps fix
est �t = 5 h. La Fig. 2 présente les profils d
concentration pour chaque espèce pour une duré
simulation de 50 h. Les résultats numériques obte
avec les ELLAM sont en très bonne adéquation a
la solution analytique donnée dans [5].

5. Conclusion

Le transport de contaminants avec des proce
biologiques, chimiques ou radioactifs en milieu p
reux peut présenter des fronts de concentrations ra
qui nécessitent des méthodes numériques adaptée
nouvelle méthode ELLAM, où les fonctions test ain
e

,
a

Distance (cm)
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sol. analy. esp. 3
sol. num.esp. 3

Fig. 2. Simulation du transport multi-espèces.

Fig. 2. Simulated concentrations for the multispecies trans
problem.

que la solution sont définies sur des maillages
riables, reproduit ces phénomènes sans oscillations
diffusion numérique. Les expériences numériques
fectuées ont permis de mettre en valeur la précisio
la robustesse de cette méthode pour la résolution
équations de transport réactif en milieux poreux n
saturés.
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