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Résumé

Après avoir introduit différentes décompositions des déplacements d’une plaque puis d’une structure formée de plaques,
on donne le comportement asymtotique de cette structure.Pour citer cet article : G. Griso, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336
(2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

After having introduced different decompositions of the displacements of a plate and of a structure made of plates, we give
the asymptotic behavior of this structure.To cite this article: G. Griso, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

Abridged English version

A first study concerning the asymptotic behavior of a structure made of two thin plates of thicknessε, is due
to Le Dret [3]. At the limit, one has a two-dimensional system coupling the flexion displacements of the mid-
surface of the plate; conditions of the junction are also given. By a standard thin domain technique, the plates are
transformed into a fixed domain. In the three-dimensional system of elasticity thus transformed,ε appears explicitly
as a parameter. One then takesε→ 0 to derive the asymptotic model (notice that membrane-type displacements
are not mentioned in [3]).

Our study is a continuation of [1] and [2]. We use the notions of elementary, extensional and inextentional
displacements to characterize the global displacements of thin plates or of structures made of thin plates.

In Section 2 we introduce the elementary displacementUe(x) = U(x̂) + R(x̂) ∧ x3�e3 associated to the
displacementuδ of a plate of thickness 2δ (Definition 2). Theorem 1 gives estimates of appropriate norms ofUe
and uδ − Ue in terms ofδ. In Proposition 2 we show (formula (3)) that the displacementuδ is the sum of a
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Kirchhoff–Love displacement and of a residual oneũ, which satisfies estimate (4). This decomposition allows
to give a simple interpretation (see (6)) of the limits of the unfoldingTδ(γij (uδ)) of the elasticity tensorγij (uδ)
(whereTδ is given in Definition 3).

A general structureSδ made of plates of thickness 2δ is introduced in Section 3. We extend to it the
decompositions from Section 2. Definition 4 gives the elementary displacementUe of Sδ . Its first componentU is
the displacement ofS, the skeleton ofSδ . The second one denotedR, characterizes the rotations and the shearings
of Sδ . Theorem 4 is the equivalent of Theorem 1 for the plate-structures. Definitions 5 and 6 introduce the notions
of inextensional and extensional displacements ofS, respectively. Proposition 6 shows thatU = UE +UI , i.e.,U
is the sum of an extensional displacement and of an inextensional one. It also gives estimates with respect toδ for
|UE |ρ and|UI |ρ , where the norm| · |ρ is defined by (7). Convergences (10) are the equivalent for a structure of the
convergences (6) obtained in Section 2 for a plate.

Finally, in Section 4, we give the limit forδ→ 0 of the linearized system of elasticity (11), written inSδ , where
Fδ satisfies assumptions (12). The main result is Theorem 7, which shows that the limit extensional displacement
UE given by (10) is the solution of a second-order system (13), while the limitUI of the inextensional displacement
is the solution of a fourth-order system (14).

In this Note we use the Einstein convention of summation over repeated indices. As a rule, the Greek indicesα

andβ take values in{1,2} and the Latin indicesi, i ′, j andj ′ take values in{1,2,3}.

1. Introduction

Une première étude du comportement asymptotique d’une structure formée par deux plaques minces est due à
Le Dret [3]. Partant du problème tridimensionnel de l’élasticité et se plaçant dans les domaines de référence, Le
Dret obtient le problème couplant les déplacements de flexion.

Notre étude fait suite à [1] et [2]. On reprend, en les étendant aux plaques et aux structures formées de
plaques, les notions de déplacement élémentaire, de déplacements extensionnel et inextensionnel. Les différentes
décompositions d’un déplacement permettent d’interpréter simplement les limites des éclatés du tenseur des
déformations d’une suite de déplacements.

La structure formée de plaques est présentée dans la Section 3. Dans le dernier paragraphe, on étudie le
comportement asymptotique du problème de l’élasticité linéaire posé dans une telle structure.

2. Les déplacements d’une plaque

Soitω ⊂ R2 un domaine borné de frontière polygonale. La plaqueΩδ = {x ∈ R3 | dist(x,ω) < δ}, δ > 0, est un
ouvert ayant pour surface moyenneωδ = {x ∈ R2 | dist(x,ω) < δ}. La plaque de référence estΩ = ω×]−1,1[ .
Le point courant deΩδ (resp.Ω) s’écritx = (x1, x2, x3)= (x̂, x3) (resp.(x̂, t3)). On pose,

E(u,ω′)=
∫
ω′
γij (u)γij (u), γij (u)= 1

2

{
∂ui

∂xj
+ ∂uj
∂xi

}
, D(u,ω′)=

∫
ω′

∂ui

∂xj

∂ui

∂xj
,

oùω′ est un ouvert deR3 etu un élément deH 1(ω′,R3).

Lemme. Il existe un opérateur de prolongementP deH 1(Ωδ,R3) dansH 1(Ω̃δ,R3), linéaire et continu tel que

∀u ∈H 1(Ωδ,R3), E
(
P(u), Ω̃δ

)
� CE(u,Ωδ), oùΩ̃δ = ω2δ×]−δ, δ[ .

Démonstration. On utilise le Théorème 2.1 de [1] pour construire le prolongement deu à l’aide de réflexions. ✷
Définition 1. Un déplacement élémentaire de plaque(d.e.p.) est un élémentΦ ∈ H 1(Ωδ,R3), de la forme
Φ(x)=A(x̂)+B(x̂)∧ x3�e3, (A,B) ∈H 1(ωδ,R3)×H 1(ωδ,R2), p.p.x ∈Ωδ (�e3 est la direction normale àω).
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Définition 2. Déplacement élémentaire de plaque associé à un déplacement deH 1(Ωδ,R3).

À tout déplacementu ∈ H 1(Ωδ,R3), (dont le prolongement à̃Ωδ est encore notéu), on associe le d.e.p.
Ue(x)= U(x̂)+R(x̂)∧ x3�e3, où

U(x̂)= 6

πδ3

∫
B(x̂;δ/2)

u(M)dM, R(x̂)= 24

πδ5

∫
B(x̂;δ/2)

−−→
x̂M ∧ u(M)dM, x̂ ∈ ωδ. (1)

Théorème 1.On a les estimations suivantes:

δ3‖∇R‖2

L2(ωδ,R6)
+ δ

∥∥∥∥ ∂U∂xα −R∧ �eα
∥∥∥∥2

L2(ωδ,R3)

� CE(u,Ωδ),

E(Ue,Ωδ)+D(u−Ue,Ωδ)� CE(u,Ωδ), ‖u−Ue‖2
L2(Ωδ,R3)

�Cδ2E(u,Ωδ).
(2)

Démonstration. On montre queωδ peut être recouvert par une famille finie d’ouverts(On)1�n�Nδ de diamètre
Rδ, étoilés par rapport à une boule de rayonδ/2, oùR ne dépend que de∂ω. Le Théorème 2.1 de [1] donne, pour
chaque ouvertOn,δ =On×]−δ, δ[, l’existence d’un déplacement rigidern tel queD(u− rn,On,δ)� CE(u,On,δ)
et ‖u− rn‖2

L2(On,δ ,R3)
� Cδ2E(u,On,δ), les constantes ne dépendent que deR. On calcule les moyennesU etR,

puis on comparern et la restriction deUe à l’ouvertOn,δ pour en déduire les estimations(2). ✷
Proposition 2.Tout déplacementu appartenant àH 1(Ωδ,R3) est la somme d’un déplacement de Kirchhoff–Love
et d’un déplacement résiduel

u(x)=
(
U1(x̂)− x3

∂U3

∂x1
(x̂)

)
�e1 +

(
U2(x̂)− x3

∂U3

∂x2
(x̂)

)
�e2 + U3(x̂)�e3 + ũ(x), p.p. dansΩδ, (3)

où ũ vérifie

1

δ2
‖ũ‖2

L2(Ωδ,R3)
+

∥∥∥∥ ∂ũ∂x3

∥∥∥∥2

L2(Ωδ,R3)

� CE(u,Ωδ). (4)

Démonstration. On poseũ(x)= {u(x)− (U1(x̂)− x3
∂U3
∂x1
(x̂))�e1 − (U2(x̂)− x3

∂U3
∂x2
(x̂))�e2 −U3(x̂)�e3}. On obtient

(4) grâce à(2). ✷
Définition 3. L’opérateur d’éclatementTδ de L2(Ωδ) dansL2(Ω) est défini parTδ(ϕ)(x̂, t3) = ϕ(x̂, δt3), p.p.
dansΩ .

Théorème 3.Soit (uδ)δ>0 une suite de déplacements deH 1(Ωδ,R3) vérifiant E(uδ,Ωδ) � Cδ. Il existe un
déplacement rigiderδ(x)= aδ + bδ ∧ x et des suites extraites(encore notées de la même façon), tels que{

U1,δ − a1,δ + x2b3,δ ⇀ U1, U2,δ − a2,δ − x1b3,δ ⇀ U2 dansH 1(ω) faible,
δ{U3,δ − a3,δ + x1b2,δ − x2b1,δ}⇀U3 dansH 1(ω) faible.

(5)

De plus,U3 appartient àH 2(ω). On a enfin les convergences faibles suivantes des éclatés deuδ , de ũδ et des
composantes du tenseur des déformations:
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Tδ(uδ,1 − a1,δ + x2b3,δ) ⇀U1 − t3∂U3

∂x1
, Tδ(u2,δ − a2,δ − x1b3,δ) ⇀U2 − t3∂U3

∂x2
,

δTδ(u3,δ − a3,δ + x1b2,δ − x2b1,δ) ⇀U3 dansH 1(Ω) faible,
1

δ
Tδ(ũδ)⇀ ũ dansL2(ω,H 1(]−1,1[,R3)) faible,

Tδ
(
γαβ(uδ)

)
⇀

1

2

{
∂Uα

∂xβ
+ ∂Uβ
∂xα

}
− t3 ∂

2U3

∂xα∂xβ
, Tδ

(
γα3(uδ)

)
⇀

1

2

∂ũα

∂t3
,

Tδ
(
γ33(uδ)

)
⇀
∂ũ3

∂t3
dansL2(Ω) faible.

(6)

Démonstration. Ces convergences sont les conséquences de l’écriture (3) des déplacementsuδ et des estima-
tions (2) et (4). ✷
3. Comportement asymptotique d’une suite de déplacements d’une structure formée de plaques

On se donne un ensemble deN domaines plans, inclus dansR3, bornés, de frontière polygonale,(ωl)1�l�N .
Le squeletteS est la réunion des ensembles�ωl . UnefacedeS est un fermé�ωl . Unearêteest un segment maximal,
non réduit à un point, commun à un même ensemble de faces ou un segment maximal de la frontière d’une face.
Un sommetest une extrémité d’une arête.

On suppose que

• pour tout couple de faces(�ωl,�ωp), il existe une suite de faces�ωl = �ωl0, ωl1, . . . ,�ωlk = �ωp telle que�ωlr etωlr+1

ont une arête en commun, 0� r � k − 1,
• pour tout sommetA et tout couple de faces(�ωl,�ωp) contenantA, il existe une suite de faces�ωl = �ωl0,

�ωl1, . . . ,�ωlk = �ωp telle que�ωlr etωlr+1 ont une arête en commun contenantA, 0� r � k − 1,
• le squeletteS est fixé le long de certaines arêtes, la partie fixée deS est notéeΓ0.

La structure formée de plaques est le domaineSδ = {x ∈ R3 | dist(x,S) < δ}. On suppose queSδ est fixée sur
Γ0,δ = {x ∈ ∂Sδ | dist(x,Γ0)= δ}. La plaque d’épaisseur 2δ (resp. la plaque de référence) et de surface moyenne
ωl,δ contenant�ωl est notéeΩl,δ (resp.Ωl). Chaque plaqueΩl,δ est rapportée à un repère local(O(l); �e(l)1 , �e(l)2 , �e(l)3 ),

�e(l)3 étant la direction normale à la face. La restriction d’une fonctionϕ définie surS ouSδ est notéeϕ(l). La notation
est semblable pour les variables locales.
H 1(S,R3) (respectivementH 1

ρ (S,R3)) est l’ensemble des fonctions définies p.p. dansS, à valeurs dansR3,

telles que la restrictionϕ(l) appartient àH 1(ωl,R3) (resp. telles que les restrictionsϕ(l)1 , ϕ(l)2 appartiennent à

H 1(ωl) etϕ(l)3 ∈H 1
ρ (ωl)= {ϕ ∈ L2(ωl) | ρ(l)∇ϕ ∈L2(ωl,R2)}, oùρ est la distance d’un point deS aux sommets),

et telles que pour toute arêteJ ⊂ �ωl ∩ �ωk , on a l’égalité des restrictionsϕ(l)|J = ϕ(k)|J dansH 1/2(J,R3).

On munitH 1
ρ (S,R3) du produit scalaire et de la norme

〈U,V〉ρ =
N∑
l=1

∫
ωl

{
γαβ

(
U (l)

)
γαβ

(
V (l)

) + ρ(l)∇U (l)3 · ∇V (l)3

} +
∫
Γ0

U · V, |U |ρ = √〈U,U〉ρ . (7)

Lemme.H 1
ρ (S,R3) est le complété deH 1(S,R3) pour la norme| · |ρ .

Définition 4. Un déplacement élémentaire de structure-plaques(d.e.s.p.) est un élément appartenant àH 1(Sδ;R3)

dont la restriction à toute plaque deSδ est un déplacement élémentaire de plaque.
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Un d.e.s.p.Ue a deux composantes,U et R, appartenant à l’espaceH 1 de la réunion des faces�ωl,δ ; ce
déplacementU rend compte du déplacement des faces du squelette tandis queR rend compte de la rotation des
directions normales aux plaques et de la rotation des faces autour des arêtes.

Théorème 4.Pour tout déplacementu ∈ H 1
Γ0
(Sδ,R3) = {ϕ ∈ H 1(Sδ,R3) | ϕ = 0 sur Γ0,δ}, il existe un d.e.s.p.

Ue ∈H 1
Γ0
(Sδ,R3) de composantesU,R ∈H 1

Γ0
(S,R3)= {V ∈H 1(S,R3) | V = 0 surΓ0} tel que



N∑
l=1

{
δ3

∥∥∇R(l)
∥∥2
L2(ωl,δ ,R6)

+ δ
∥∥∥∥∂U (l)
∂x
(l)
α

−R(l) ∧ �e(l)α
∥∥∥∥2

L2(ωl,δ ,R3)

}
� CE(u,Sδ),

E(Ue,Sδ)+D(u−Ue,Sδ)+ 1

δ2
‖u−Ue‖2

L2(Sδ,R3)
� CE(u,Sδ).

(8)

Démonstration. Pour chaque plaqueΩl,δ on considère le d.e.p. défini par(1). Il existe un réelη ne dépendant
que deS tel que les points du complémentaire dansSδ des réunions des domainesJδ = {dist(x, J ) < ηδ}, oùJ est
une arête commune à plusieurs faces, appartiennent à une plaque et une seule. Sur ce complémentaire,Ue est égal
à l’un des déplacements élémentaires de plaques. Dans un voisinageJδ d’une arête on modifie ces déplacements
élémentaires de plaques pour qu’ils coïncident avec des déplacements élémentaires de poutres (voir [1] et [2]).✷
Définition 5. Un déplacement inextensionnel du squeletteest un élémentU ∈ H 1

ρ,Γ0
(S,R3) = {V ∈ H 1

ρ (S,R3) |
V = 0 surΓ0}, vérifiantγαβ(U (l))= 0 pour toutl ∈ {1, . . . ,N}.

L’espace des déplacements inextensionnels du squelette est notéDI .

Définition 6. Un déplacement extensionnel du squeletteest un élément de l’orthogonalDE de DI dans

H 1
ρ,Γ0
(S,R3), etDE est muni de la norme‖U‖E =

√∑N
l=1

∫
ωl
γαβ(U(l))γαβ(U(l)).

Proposition 5.DansDE la norme‖ · ‖E est équivalente à la norme| · |ρ .
Démonstration. La norme‖ · ‖E vérifie ‖U‖E � |U |ρ pour toutU ∈ DE . Soit U ∈ DE pour toute arêteJ
commune à au moins deux faces,U|J appartient àH 1/2(J,R3) et ‖U|J ‖H1/2(J,R3) � C{‖U‖E + ‖U‖L2(S,R3)}.
Des estimations deU sur les arêtes et de l’orthogonalité des déplacements extensionnels et inextensionnels, on
déduit

N∑
l=1

∥∥√
ρ(l)∇U(l)3

∥∥
L2(ωl ,R2)

� C
{‖U‖E + ‖U‖L2(S,R3)

}
. (9)

L’inégalité de Korn appliquée aux déplacementsU(l)1 �e(l)1 +U(l)2 �e(l)2 et (9) donnent alors
∑N
l=1{‖∇U(l)1 ‖L2(ωl,R2) +

‖∇U(l)2 ‖L2(ωl,R2) + ‖√ρ(l)∇U(l)3 ‖L2(ωl,R2)} � C{‖U‖E + ‖U‖L2(S,R3)}.
On conclut à l’équivalence des normes en raisonnant par l’absurde.✷

Proposition 6.La première composanteU du d.e.s.p.Ue se décompose en la somme d’un déplacement extensionnel
UE et d’un déplacement inextensionnelUI et on aU =UE +UI , |UE |2ρ � C

δ
E(Ue,Sδ), |UI |2ρ � C

δ3
E(Ue,Sδ).

Démonstration. L’estimation deUE est une conséquence de la Proposition 5. De(8) et de l’inégalité de Poincaré,
il vient δ3‖R‖2

H1(S,R3)
�CE(Ue,Sδ) puisδ3‖U‖2

H1(S,R3)
� CE(Ue,Sδ). ✷

Soient
(
uδ

)
δ>0 une suite de déplacements deH 1

Γ0
(Sδ,R3) vérifiantE(uδ,Sδ)� Cδ et, pour chaque déplacement

uδ , Ue,δ un d.e.s.p. vérifiant(8). Par la Proposition 6 on aUδ = UE,δ + UI,δ . D’après la Proposition 2, les
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restrictionsu(l)δ se décomposent en la somme d’un déplacement de Kirchhoff–Love et d’un déplacement résiduel.
On a alors, les convergences suivantes :



δUδ ⇀ UI , δRδ ⇀R dansH 1
Γ0

(
S,R3) faible,

UE,δ ⇀UE, δUI,δ ⇀UI dansH 1
ρ,Γ0

(
S,R3) faible,

δTδ
(
u
(l)
δ

)
⇀U

(l)
I dansH 1(Ωl,R3) faible,

Tδ
(
u
(l)
α,δ

) −U(l)I,α,δ ⇀ U(l)E,α − t(l)3

∂U
(l)
I,3

∂x
(l)
α

dansH 1(Ωl) faible,

1

δ
Tδ

(
ũ
(l)
δ

)
⇀ ũ(l) dansL2(ωl,H 1(]−1,1[,R3)) faible,

Tδ
(
γαβ

(
u
(l)
δ

))
⇀

1

2

{
∂U
(l)
E,α

∂x
(l)
β

+ ∂U
(l)
E,β

∂x
(l)
α

}
− t(l)3

∂2U
(l)
I,3

∂x
(l)
α ∂x

(l)
β

, Tδ
(
γα3

(
u
(l)
δ

))
⇀

1

2

∂ũ
(l)
α

∂t
(l)
3

,

Tδ
(
γ33

(
u
(l)
δ

))
⇀
∂ũ
(l)
3

∂t
(l)
3

dansL2(Ωl) faible.

(10)

De plus, de(8) on déduit queUI ∈DI , oùDI = {A ∈DI | ∃B ∈H 1
Γ0
(S,R3), ∂A(l)3 /∂x

(l)
α = B(l) ∧ �e(l)α }.

4. Comportement asymptotique d’une structure formée de plaques

Le matériau constituant les plaques est homogène et isotrope. Le cadre retenu est celui de l’élasticité linéarisée,
ce qui donne le problème variationnel suivant, dansSδ :

uδ ∈H 1
Γ0

(
Sδ,R3), ∫

Sδ

aij i′j ′γij (uδ)γi′j ′(v)=
∫
Sδ

Fδ · v, ∀v ∈H 1
Γ0

(
Sδ,R3), (11)

où aiji′j ′ = λδij δi′j ′ + µ(δii′δjj ′ + δij ′δji′). Les constantesλ etµ sont les coefficients de Lamé du matériau. Les
plaquesΩl,δ sont uniquement soumises à des forces appliquées de volume (par souci de simplification) vérifiant

F
(l)
δ (x)= δf (l)I

(
x̂(l)

) + f (l)E
(
x̂(l)

)
, fI ∈ L2(S,R3), fE ∈L2(S,R3). (12)

De plus, fE vérifie la condition d’orthogonalité
∫
S fE · V = 0, pour toutV ∈ DI . On a alors l’estimation

E(uδ,Sδ) � Cδ. On peut maintenant mettre en place le programme présenté au Paragraphe 3 afin d’obtenir les
convergences(10).

Théorème 7.Le déplacement extensionnelUE est la solution du problème variationnel

E

1− ν2

N∑
l=1

∫
ωl

[
(1− ν)γαβ

(
U
(l)
E

)
γαβ

(
V (l)

) + νγαα
(
U
(l)
E

)
γββ

(
V (l)

)] =
∫
S

fE · V, ∀V ∈DE, (13)

oùE est le module de Young etν le coefficient de Poisson. Le déplacement inextensionnelUI est la solution du
problème variationnel

E

3(1− ν2)

N∑
l=1

∫
ωl

[
(1− ν) ∂

2U
(l)
I,3

∂x
(l)
α ∂x

(l)
β

∂2V
(l)
3

∂x
(l)
α ∂x

(l)
β

+ ν9U(l)I,39V (l)3

]
=

∫
S

fI · V, ∀V ∈ DI . (14)

Références
[1] G. Griso, Asymptotic behavior of a family of curved rods, to appear.
[2] G. Griso, Asymptotic behavior of structures made of curved rods, to appear.
[3] H. Le Dret, Modeling of a folded plate, Comput. Mech. 5 (1990) 401–416.


