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Résumé

On étudie l’équation de Schrödinger qui provient de l’approximation paraxiale de l’équation de Helmholtz, dans le cas où la
direction de propagation est oblique par rapport à la frontière du domaine. On s’intéresse aux conditions aux limites dans un
demi-espace puis dans un quadrant deR2. On propose également une méthode numérique pour ce type de modèle.Pour citer
cet article : M. Doumic et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

We study the Schrödinger equation which comes from the paraxial approximation of the Helmholtz equation in the case
where the direction of propagation is tilted with respect to the boundary of the domain. Our primary interest is in the boundary
conditions successively in a half-space, then in a quadrant ofR2. We also sketch a numerical method for this problem.To cite
this article: M. Doumic et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

Abridged English version

In this Note, we are concerned with the propagation of a laser beam in a medium of almost constant refraction
index. Lettingε being the wave-length of the laser wave divided by 2π , ν the absorption coefficient and 1−2εµ(�x)
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the index at the point�x, the potentialψ is governed by the Helmholtz equation (1). A classical W.K.B. expansion

leads toψ(�x) = u(�x)ei�k·�x/ε, whereu solves the advection-Schrödinger equation (2) with the boundary condition
(3) that comes from the prescription of the incoming wave in (1).

Proposition 0.1. Let D ⊂ Rd be an open half-space with unit outward normal�n and let �k satisfy �k · �n < 0. If
infD ν > 0 and (ε�n · grad⊥ + 2i�n · �k)uen ∈ L2(∂D), there is at most one solutionu ∈ H 1(D) of (2), (3); this
solution satisfies(4).

In the case of constant coefficients – here we takeµ = 0 andd = 2 for simplicity – one can solve (2), (3) by
Fourier transform inx2.

Theorem 0.2. LetD = {�x ∈ R2 | x1 > 0} andg ∈ S ′(Rx2). The problem(5), (6)has a unique solutionu ∈ S ′(D);
this solution is given by(10) and belongs in fact toC∞([0,+∞[x1;S ′(Rx2)). In particular, if g ∈ H

1/2
x2 , then

u ∈ H 1(D).

Next we consider the case where the computation domain is a quadrantQ = {�x ∈ R2 | x1 > 0, x2 > 0} and try
to write a transparent boundary condition on the part of∂Q wherex2 = 0. The condition we propose is (11). Its
properties are summarized in the following

Theorem 0.3. Eq. (5) onQ with boundary condition(6) and incoming datag+ on the part of∂Q wherex1 = 0,
and the condition(11)on the part of∂Q wherex2 = 0 has a unique solutionU ∈ Cb(R+

x1
;L2(R+

x2
)). If k2 > 0, U

satisfies(12)while if k2 < 0 it satisfies(13).

Finally, we present some numerical tests for this paraxial approximation in tilted frame. Instead of linear,
constant coefficient problems as above, we consider a nonlinear variant (14). Our method uses a three stage splitting
algorithm wherex1 plas the role of the time variable to separate the treatment of the Schrödinger operator (15) from
the absorption and potential terms (16). Thex2 variable in the first part of the splitting algorithm dealing with (15)
is treated by F.F.T., while the last step – i.e., solving (16) is treated by an upwind finite difference scheme. Figs. 1
and 2 represent|u|2 with α = ε = 0.05, ν = 0.001 and Gaussian incoming waveuin = exp(−(k1Y + k2X)2/L2)

with L = 2.5. The angles of incidence are 45◦ (Fig. 1) and 5◦ (Fig. 2). We have tried the same method on a coupled
system in order to study beam crossing: Figs. 3 and 4 represent|w|2 for the solution of (17) withα = 0.05 (with
some background plasma) andα = 0 (in the vacuum) respectively.

1. Le modèle d’advection-Schrödinger

La propagation d’une onde laser dans un milieu d’indice de réfraction presque constant peut être décrite par
l’équation de Helmholtz

ε2�ψ + (1− 2εµ)ψ + 2iενψ = 0, (1)

où 2πε est la longueur d’onde du laser pour le milieu d’indice 1,µ correspond à la variation d’indice (i.e.,
1 − 2εµ(�x) est l’indice au point�x) et ν au coefficient d’absorption. On suppose queµ et ν sont des fonctions
régulières de�x. Soit �k le vecteur unitaire donnant la direction de propagation de l’onde laser ; grad⊥ = grad−
�k(�k · grad) et �⊥ le Laplacien transverse (induit par la métrique euclidienne sur les plans orthogonaux à�k).
En faisant l’approximation W.K.B. classiqueψ � u(�x)ei�k·�x/ε où u est une fonction lentement variable en�x, un
développement asymptotique formel au premier ordre enε montre que

i�k · gradu + 1
2ε�⊥u + iνu − µu = 0. (2)
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Supposons Éq. (2) posée dans un demi-espaceD. Si �k est orthogonal à∂D et queu|∂D est prescrite, (2) est un
problème de Cauchy classique pour une équation d’évolution enz. Lorsque�k n’est pas orthogonal à∂D, la situation
est moins bien comprise ; on consultera toutefois [7] – dont la validité semble limitée au cas de faibles angles
d’incidence – et [8] dans le cadre de l’acoustique – dont l’adaptation aux questions d’optique semble difficile. On
considère ici que Éq. (2) est complétée par la condition aux limites

(ε�n · grad⊥ + 2i�n · �k)(u − uen)= 0, sur∂D, (3)

où �n est la normale extérieure à∂D et uen, une fonction régulière donnée (cette condition provient de l’approxi-
mation W.K.B. sur la condition usuelle pour (1) qui est(ε�n · grad+ i�k · �n)(ψ − uenei�k·�x/ε) = 0).

2. Estimation d’énergie et applications

Multipliant (2) par 2īu, on voit en passant à la partie réelle et en appliquant la formule de Green que∫
D

2ν|u|2 d�x −
∫
∂D

�k · �n|u|2 dS(�x) = −Im
∫
∂D

ū(ε�n · grad⊥ + 2i�n · �k)uendS(�x).

En estimant le membre de droite de cette relation par l’inégalité de Cauchy–Schwarz, on obtient le résultat :

Proposition 2.1. SoitD ⊂ Rd un demi-espace ouvert et�k un vecteur tel que�k · �n < 0. On suppose queinfD ν > 0
et que l’on a(ε�n · grad⊥ + 2i�n · �k)uen∈ L2(∂D). Alors il existe au plus une solutionu ∈ H 1(D) pour le problème
(2), (3)et cette solution vérifie l’estimation de stabilité∫

D

2ν|u|2 d�x +
∫
∂D

|�k · �n||u|2 dS(�x) � |�k · �n|−1
∫
∂D

∣∣(ε�n · grad⊥ + 2i�n · �k)uen
∣∣2 dS(�x). (4)

3. Résolution par transformation de Fourier

On suppose dorénavant que la dimension de l’espace estd = 2 (mais la plupart des idées peuvent s’étendre au
casd = 3), donc�k = (k1, k2). On suppose de plus ici queν est une constante, queµ = 0 et queD = {�x = (x1, x2) ∈
R2 | x1 > 0}. Alors (2) et (3) s’écrivent

i(k1∂x1 + k2∂x2)u + 1
2ε
(
k2

2∂x1x1 − 2k1k2∂x1x2 + k2
1∂x2x2

)
u + iνu = 0, (5)

−iε
(
k1k2∂x2 + k2

2∂x1

)
u − 2k1u = 2k1g, (6)

où l’on a poség = (1 − 1
2
�k · �n)−1(iε�n · grad⊥)uen. Notonsξ2 la variable de Fourier dex2 et ·̂ la transformée de

Fourier enx2. Le symbole enx2 de l’opérateur défini par le membre de gauche de (5) est

i(k1∂x1 + ik2ξ2) + 1
2ε
(
k2

2∂x1x1 − 2ik1k2ξ2∂x1 − k2
1ξ

2
2

)+ iν = 1
2εk

2
2

(
∂x1 − R+(iξ2)

)(
∂x1 − R−(iξ2)

)
, (7)

où, en notant√. la détermination principale de la racine carrée, on a posé

R±(iξ2) = i
k1

k2
ξ2 − i

k1

k2
2

(
1±

√
1− 2

εk2

k2
1

ξ2 + 2iν
εk2

2

k2
1

)
, (8)

Notonsv le prolongement deu par 0 dans le complémentaire deD. Alors

1

2
εk2

2

(
∂x1 − R+(iξ2)

)(
∂x1 − R−(iξ2)

)
v̂(x1, ξ2) =

(
2ik1

εk2
2

ĝ − i
k1

k2
ξ2û|x1=0

)
δx1=0 + û|x1=0δ

′
x1=0. (9)
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Théorème 3.1. Supposons queg ∈ S ′(Rx2). Le problème(5) avec condition aux limites(6) admet une unique
solutionu ∈ S ′(D) ; elle vérifie

û(x1, ξ2) = 2ĝ(ξ2)eR−(iξ2)x1

1+
√

1− 2(εk2/k
2
1)ξ2 + 2iνεk2

2/k
2
1

(10)

et appartient en fait àC∞([0,+∞[x1;S ′(Rx2)).

On remarquera que, pourx1 > 0, on a(∂x1 −R−(iξ2))û(x1, ξ2) = 0. En effet, il n’y a pas de mode en eR+(iξ2)x1

car Re[R+(iξ2)] = ν/k1 + o(1) et k1 = −�k · �n > 0.

Corollaire 3.2. Sous les hypothèses du théorème et sig ∈ Hs(Rx2) avec s > 0, la solution u de (5), (6)
appartient àCb([0,+∞[x1;H 1/2+s(Rx2)) ; de plus, il existe une constanteC indépendante deν et g telle que
‖u‖

L∞
x1

(H
s+1/2
x2 )

+ ‖∂x1u‖
L∞

x1
(H

s+1/2
x2 )

� C‖g‖Hs
x2
.

En particulier, sig ∈ H
1/2
x2 , alorsu ∈ H 1(D).

4. Problème dans le quart d’espace et condition transparente

On considère ici le problème (5) posé dans le quadrantQ = {�x = (x1, x2) ∈ R2 | x1 > 0, x2 > 0} et on essaie
d’écrire une condition aux limites sortante « transparente » sur la partie de∂Q correspondant àx2 = 0.

Le symbole enξ1 (variable duale dex1) de l’opérateur de Schrödinger-advection s’écrit

i(ik1ξ1 + k2∂x2) + 1
2ε
(−k2

2ξ
2
1 − 2ik1k2ξ1∂x2 + k2

1∂x2x2

)+ iν = 1
2εk

2
1

(
∂x2 − S+(iξ2)

)(
∂x2 − S−(iξ2)

)
sachant queS±(iξ1) = i k2

k1
ξ1 − i k2

εk2
1
(1±

√
1− 2(εk1/k

2
2)ξ1 + 2iνεk2

1/k
2
2). On complète Éq. (5) posée surQ avec la

condition entrante (6) sur la partie de∂Q oùx1 = 0, par la condition(
∂x2 − S+(∂x1)

)
u = 0, pourx2 = 0. (11)

L’intérêt de cette nouvelle condition est expliqué par le théorème suivant. Soitg+ ∈ H−1/2(R+) à support dansR∗+
et soitu la solution de (5), (6) posée surD oùg est le prolongement deg+ par 0 surR−.

Théorème 4.1. Éq.(5) posée surQ avec(6) et la donnée entranteg+ sur la partie de∂Q oùx1 = 0 et la condition
(11)sur la partie de∂Q oùx2 = 0 admet une unique solutionU ∈ Cb(R+

x1
;L2(R+

x2
)). De plus, sik2 > 0 :

U = u|Q. (12)

Soit, pour touta > 0, ga(x2) = g(x2−a) ; notonsua la solution surD de(5), (6)avec donnée entrantega . Lorsque
k2 < 0

U − ua|Q → 0 dansL∞(R+
x1

;L2(R+
x2
)
)

lorsquea → +∞. (13)

Cet énoncé signifie que la condition (11) esttransparentepour k2 > 0 et absorbantepour k2 < 0. La
condition (11) dégénère vers la condition habituelle (cf. [1,4]) lorsquek2 → 0.

5. Schéma numérique

Nous préférons présenter ici la méthode et les résultats numériques sur un problème de typeSchrödinger non-
linéaire. Au lieu d’être une donnée du problème, la fonctionµ dans Éq. (2) est remplacée par une terme de la forme
f (|u|) :

(k1∂x1 + k2∂x2)u − i 1
2ε�⊥u + νu + if

(|u|)u = 0, (iεgrad⊥ + 2k1)
(
u − uin)= 0. (14)



M. Doumic et al. / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003) 23–28 27

Le cas particulier oùf (w) = e−αw2 − 1 où α est une constante positive permet des simulations réalistes
d’autofocalisation d’un faisceau laser dans un plasma (voir par exemple [9]). Dans les cas intéressants en pratique,
le coefficientν est petit ; de même la constanteα est suffisamment petite (de sorte quef (|u|), représentant
une variation relative de la densité élecronique due au creusement par le faisceau laser, est petite devant 1).
Par commodité, on notera dans ce paragrapheX, Y les variablesx1, x2. Le domaine de simulation est un
rectangle :X ∈ [0,Xmax], Y ∈ [Yb,Yu]. On discrétise la variables d’espace suivant une grille régulière. Les indices
correspondant aux variablesX et Y seront notés respectivementn et j . La méthode numérique proposée ici est
basée sur un algorithme de splitting en trois étapes, oùX joue le rôle de variable de temps. Soitν0 = inf ν et
ν1 = ν − ν0. Pour passer deX àX + δX

• Etape A: on passe deun àun,( en résolvant sur[Xn,Xn + δX] l’équation :

(k1∂x1 + k2∂x2)u − i 1
2ε�⊥u + ν0u = 0. (15)

Grâce au Théorème 3.1, on a :̂un,((ξ2) = ûn(ξ2)eR−(iξ2)δX. Or, pour une équation d’advection simple, une
résolution analytique dans une direction et par F.F.T. dans l’autre direction engendre des parasites. C’est
pourquoi, dans le cas présent (qui est une perturbation d’équation d’advection), on effectue les étapes B et
C suivantes.

• Etape B: on passe deun,( àun,) en résolvant sur[Xn,Xn + δX] l’équation :k1∂x1u − k2∂x2u = 0.
• Etape C: on passe deun,) àun+1 en résolvant sur[Xn,Xn + δX], l’équation :

k1∂x1u + k2∂x2u + ν1u + if
(|u|)u = 0. (16)

En pratique, les étapes A et B sont effectuées simultanément en variables de Fourier ; partant des valeurs de
(un) = (un

j ), on effectue une F.F.T. surun, on multiplie le résultat par e(R−(iξ2)+iξ2k1/k2)δX, puis on retourne en
variables physiques par F.F.T. inverse.

Pour l’étape C, on utilise une méthodes de différences finies standard – dans ce cas un schéma décentré upwind –
en choisissant les pasδX etδY afin de vérifier le critère de stabilité de C.F.L.k2δX/(k1δY ) � 1. Pour éviter les dif-
ficultés liées aux bords{Y = Yb} et {Y = Yu} on utilise un coefficient d’absorptionν1 augmentant progressivement
sur les 4 dernières mailles près de ces bords, employant ainsi une technique popularisée par [2]. Enfin, on utilise
un schéma à l’ordre 2 enY avec un limiteur de pente classique (le limiteur de pente de Van Leer portant sur|u|2).

Remarque. Lorsquek2 tend vers 0,R−(iξ2)+ iξ2k2/k1 = iξ2/(k1k2)− ik1/(εk
2
2)(1−

√
1− 2εk2ξ2/k

2
1 + 2iνεk2

2/k
2
1)

= iεξ2
2/2k3

1 − ν/k1 + O(k2). On retrouve alors une méthode numérique standard pour l’équation paraxiale clas-
sique, du type de celle qui est utilisée par exemple dans [3].

6. Exemples de résultats numériques et conclusion

On part d’une condition entrante de la formeuin(X,Y ) = exp(−(k1Y + k2X)2/L2). On prendα = 0,05,
ε = 0,05, L = 2,5 et ν = 0,001. Figs. 1 et 2 représentent les lignes de niveau de l’énergie laser|u|2, où u est
solution de (14) avec deux angles d’incidence différents, 45◦ et 5◦. On vérifie que le point où l’énergie laser|u|2
est maximum est à la même distance de l’origine (60,2 ± 0,4). Les tests de convergence en fonction du pas de
discrétisation sont satisfaisants.

L’étude commencée ici pourrait être intéressante pour traiter des problèmes de croisement de faisceaux
correspondant àu1 etu2 et se propageant suivant�k1 et �k2 respectivement. Afin d’étudier la faisabilité de ce projet,
nous résolvons numériquement le système suivant de deux équations d’advection-Schrödinger couplées :

i�k1 · ∇u1 + 1
2ε�

1⊥u1 + iνu1 = f (w)u1,

i�k2 · ∇u2 + 1
2ε�

2⊥u2 + iνu2 = f (w)u2, oùw =√|u1|2 + |u2|2.
(17)
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Fig. 1. Autofocalisation, angle d’incidence 45◦.

Fig. 1. Autofocalisation, angle of incidence 45◦ .

Fig. 2. Autofocalisation, angle d’incidence 5◦ .

Fig. 2. Autofocalisation, angle of incidence 5◦.

Fig. 3. Croisement de 2 faisceaux avecα = 0,05 (présence
d’un plasma).

Fig. 3. 2 beams crossing withα = 0.05 (presence of a plasma).

Fig. 4. Croisement de 2 faisceaux avecα = 0 (cas du vide).

Fig. 4. 2 beams crossing withα = 0 (vacuum).

Figs. 3 et 4 montrent, pourα = 0.05 etα = 0, les valeurs de|w|2 avec deux faisceaux de même energie.
Ce travail permet d’envisager des simulations paraxiales à l’intérieur d’un domaine où le profil de densité

électronique présente une variation à l’échelle macroscopique, ce qui entraîne une variation de la direction du
vecteur de propagation�k. Pour les détails de ce travail, voir [5,6].
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