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Résumé

Nous déterminons explicitement les points algébriques de degré donné quelconque sur certains quotients de courbes de
Fermat de degré 5, 7 ou 11. Cette Note complète les travaux de Gross et Rohrlich (Invent. Math. 44 (1978) 201–224) qui donnent
la description de l’ensemble des points algébriques de degré au plus 2 sur les courbes étudiées.Pour citer cet article : O. Sall,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

We determine explicitly algebraic points of a given degree on some quotients of Fermat curves of degree 5, 7 or 11. This
Note completes previous work of Gross and Rohrlich (Invent. Math. 44 (1978) 201–224) who gave a description of points of
degree at most two.To cite this article: O. Sall, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

1. Introduction

Soit C une courbe algébrique projective lisse définie surQ ; pour toute extensionK de Q, on noteC(K)
l’ensemble des points deC rationnels surK, et

⋃
[K :Q]�d C(K) l’ensemble des points deC définis surK de

degré� d . Le degré d’un point algébrique est le degré de son corps de définition surQ. LorsqueC est de genre
g � 2, on sait depuis Faltings [6] que l’ensemble des points rationnelsC(Q) est fini. Une généralisation de ce
théorème aux sous-variétés de variétés abéliennes obtenue par Vojta et Faltings [4,14] permet également de décrire
qualitativement

⋃
[K :Q]�d C(K). Divers travaux étudient cette question [2,7,1]. Tous ces énoncés sont qualitatifs ;

un théorème plus précis de Debarre et Klassen [3] montre que, pour une courbe plane lisseC définie surQ de
degréd , on a
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(1) si d � 7 alors
⋃

[K :Q]�d−2C(K) est fini.
(2) si d � 8 alors, à un nombre fini d’exceptions près, les points de

⋃
[K :Q]�d−1C(K) se présentent comme

intersection deC avec une droite définie surQ passant par un point rationnel deC.

En général, on ne sait pas déterminer effectivement ces ensembles, mêmeC(Q). La situation est plus favorable
lorsque le groupe de Mordell–Weil de la jacobienneJ (Q) est fini ; dans ce casC(Q) peut être effectivement
déterminé. Nous montrons dans cette Note que dans quelques cas, les ensembles

⋃
[K :Q]�d C(K) peuvent être

explicitement décrits pour toutd .
Pourp = 5,7,11, considérons les courbes de FermatFp de degrép, c’est-à-dire les courbes planes lisses

d’équation projectivesFp = {(X,Y,Z) ∈ P2(Q): Xp + Yp +Zp = 0}, et les courbesCr,s(p) d’équations affines
Cr,s(p) : yp = xr(x − 1)s avec 1� r, s, r + s � p − 1. Les courbesCr,s(p) sont des quotients desFp (voir par
exemple [8,13]). Le groupe de Mordell–Weil est fini (Faddeev [5], Gross et Rohrlich [8]) dans les cas suivants :
Cr,s(p) pourp = 5 ou 7 et pourp = 11 etr = s.

D’après Gross et Rohrlich [8], les courbesCr,s(p) et C1,s ′(p) sont birationnellement isomorphes sirs′ ≡ s

(mod.p), et il en est de même pour les courbesCr,s(p) et Cr ′,s ′(p) si (r, s) = k(r ′, s′) + p(i, j) avecp et k
premiers entre eux. Donc toutes les courbesCr,s(5) sont birationnellement isomorphes àC1,1(5) et on peut alors
se limiter à l’étude deC1,1(5) pourp = 5. De même pourp = 7 on peut se limiter à l’étude deC1,1(7) etC1,2(7).
Dans cette note nous déterminonsexplicitement les points algébriques de degré donné quelconque sur les courbes
hyperelliptiquesC1,1(p) avecp ∈ {5,7,11} ; la courbeC1,2(7) est étudiée dans [11]. Voir [9,10,12] pour d’autres
exemples explicites.

NotonsP0, P1, P∞ les points définis parP0 = (0,0,1), P1 = (1,0,1), P∞ = (1,0,0).

Il résulte des travaux de Gross et Rohrlich dans [8] que
⋃

[K :Q]�2C1,1(p)(K) = {(1
2 ±

√
yp + 1

4, y) |
y ∈ Q} ∪ {P∞}, pourp = 5,7 ou 11.

Si on noteM0 = {P0,P1,P∞} et pour δ � 1 Mδ = {(x, y) | [
Q[y] : Q

] = δ et x racine de l’équation
x(x − 1)= yp}, on voit immédiatement queM0 ⊂ C1,1(p)(Q) etMδ ⊂ ⋃

[K :Q]�2δ C1,1(p)(K). On peut trouver
d’autres points de degré� l de la façon suivante : sih ∈ Q(l−m)/2[Y ] etg1 ∈ Q(l−p+m)/2[Y ] avecm ∈ {0, . . . , p−1}
et Qd [Y ] désigne l’ensemble des polynômes à coefficients dansQ de degré� d en la variableY ; si h(y) �= 0 ety
est racine de l’équationym[h(y)]2 − g1(y)[yp−mg1(y)+ h(y)] = 0, alors le point(−yp−mg1(y)/h(y), y) est de
degré[Q[y] : Q] � l. On introduit donc l’ensemble

Nm =
{(

−y
p−mg1(y)

h(y)
, y

) ∣∣∣ h(y) �= 0, 0 � deg(h)� l −m

2
, 0 � deg(g1)�

l − p+m

2
,

ety racine de l’équationym
[
h(y)

]2 − g1(y)
[
yp−mg1(y)+ h(y)

] = 0

}
.

Notre résultat principal est que ces deux types de famillesMδ et Nm décrivent tous les points de degré� l

lorsquep = 5,7 ou 11.

Théorème. Soit p = 5,7 ou 11, et l � 1. On a
⋃

[K :Q]�l C1,1(p)(K)= (
⋃

0�m�p−1Nm)∪ (⋃0�δ�l/2Mδ) avec

Nm =
{(

−y
p−mg1(y)

h(y)
, y

) ∣∣∣ h(y) �= 0, 0 � deg(h)� l −m

2
, 0 � deg(g1)�

l − p+m

2
,

et y racine de l’équation ym
[
h(y)

]2 − g1(y)
[
yp−mg1(y)+ h(y)

] = 0

}
,

Mδ = {
(x, y) | [Q[y] : Q

] = δ et x racine de l’équationx(x − 1)= yp
}
.

Remarque 1. (1)Nm est non vide si et seulement sil−m� 0 et l−p+m� 0, en particulier il faut quel � p/2.
(2) La preuve permet de retrouver queC1,1(p)(Q)= M0 et

⋃
[K :Q]�2C1,1(p)(K)=M0 ∪M1 qui est le résultat
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de Gross et Rohrlich dans [8]. (3) On montre aisément que l’équationE : ym[h(y)]2−g1(y)[yp−mg1(y)+h(y)] =
0 est de degré� l eny, et même exactementl si l −m est pair (resp. impair) et deg(h)= l−m

2 (resp. deg(g1)=
l−p+m

2 ). Les points algébriques de degré exactementl surC1,1(p) avecp = 5,7 ou 11, sont ceux pour lesquels le
degré deE eny estl (et non seulement� l), et de plus l’équationE est irréductible surQ.

Remarque 2. Bien que le théorème permette de décrire
⋃

[K :Q]�l C1,1(p)(K), il ne permet pas de décrire
C1,1(p)(K) pour un corps de nombresK fixé.

2. Résultats auxiliaires

Pour un diviseurD sur les courbesCr,s(p), nous notons £(D) le Q-espace vectoriel des fonctions rationnellesf

sur la courbe étudiée telles quef = 0 ou div(f )� −D ; �(D) désigne laQ-dimension de £(D). Comme dans [11],
on désigne parJr,s(p) la jacobienne deCr,s(p), et parj (p) la classe notée[P −P∞] deP −P∞, c’est-à-dire que
j est le plongement jacobienC → Jr,s(p).

Lemme 1 (voir [11], Lemme 1). div(x)= p(P0)−p(P∞), div(x−1)= p(P1)−p(P∞), div(y)= r(P0)+s(P1)−
(r + s)(P∞).

Remarque. Les résultats suivants sont des conséquences du Lemme 1. (1)pj (P0) = pj (P1) = 0. (2) rj (P0)+
sj (P1)= 0, doncj (P0) et j (P1) engendrent le même sous-groupe isomorphe àZ/pZ dansJr,s(p)(Q).

Pour 1� s � p− 2, nous notonsJ1,s(p) la jacobienne deC1,s(p), ou tout simplementC1,s , J1,s s’il n’y a pas
d’ambiguité. On se restreint dans la suite aux courbesC1,1.

La courbeC1,1(p) a pour équationyp = x(x − 1) ; d’après Gross et Rohrlich ([8], Théorème 1.1), pourp � 5
on aJ1,1(p)(Q)torsion∼= Z/pZ, et d’après Faddeev [5] pourp ∈ {5,7,11} on a
J1,1(p)(Q)torsion= J1,1(p)(Q) (voir aussi [8], p. 219).

Lemme 2. Une Q-base de £(lP∞), est donnée par B = {yi, i � l/2} ∪ {xyj, j � (l −p)/2}.

Démonstration. La courbeC1,1(p) est hyperelliptique et son genre est égal àg = (p− 1)/2. Le pointP∞ est
un point de Weierstrass. Il est clair queB est une partie libre de £(lP∞) ; il reste à montrer que dim(B) =
dim(£(lP∞)). Pourl � 2g−2, le lemme résulte du Lemme 1. Supposons quel � 2g−1, donc d’après le théorème
de Riemann–Roch on a dim(£(lP∞))= l − g + 1.

Considérons les cas suivants :
1er cas : supposons quel est pair, et posonsl = 2h. On a alorsi � l/2 ⇔ i � 2h/2 = h ; j � (l − p)/2 ⇔ j �

(2h− p)/2 ⇔ j � (2h− p− 1)/2 = h−g−1. Donc on aB = {1, y, . . . , yh}∪{x, xy, . . . , xyh−g−1}, et par suite
dim(B)= (h+ 1)+ (h− g)= 2h− g + 1 = l − g+ 1 = dim(£(lP∞)).

2ième cas : supposons quel est impair, et posonsl = 2h+ 1. On a alorsi � l/2 ⇔ i � (2h+ 1)/2 ⇔ i � 2h/2
= h ; j � (l − p)/2 ⇔ j � (2h+ 1− p)/2 = h− g. Donc on aB = {1, y, . . . , yh} ∪ {x, xy, . . . , xyh−g}, et par
suite dim(B)= (h+ 1)+ (h− g+ 1)= 2h− g+ 2 = l − g+ 1 = dim(£(lP∞)).

3. Démonstration du théorème

Soit R ∈ C1,1(p)(Q) avec[Q(R) : Q] = l, et R /∈ {P0,P1,P∞}. NotonsR1, . . . ,Rl les conjugués deR, et
travaillons avect = [R1 + · · · + Rl − lP∞] qui est un point deJ1,1(p)(Q) = {mj(P0) | 0 � m � p − 1} ; donc
t =mj(P0) avec 0�m� p−1. On a alors[R1+· · ·+Rl− lP∞] =mj(P0)= (m−p)j (P0)= (m−p)[P0−P∞].
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Il existe alors une fonctionf à coefficients dansQ telle que div(f ) = R1 + · · · + Rl + (p − m)P0 − (l + p −
m)P∞, doncf ∈ £((l + p − m)P∞). D’après le Lemme 2 on af = g(y) + xh(y) avecg ∈ Q(l+p−m)/2[Y ]
et h ∈ Q(l−m)/2[Y ]. Ecrivonsg(y) = yag0(y) avecg0(0) �= 0 et a � 0 ; on a donc ordP0(g(y)) = a. Comme
ordP0(f ) = ordP0 (g(y) + xh(y)) = p − m et ordP0(x) = p, on en déduit quea � p − m. On peut donc écrire
g(y) = yp−mg1(y), et par suitef = yp−mg1(y)+ xh(y). Aux pointsRi on doit avoiryp−mg1(y)+ xh(y)= 0.
CommeR /∈ {P0,P1,P∞}, on ay(R) �= 0 ety(R) �= ∞ ; l’étude peut se ramener aux deux cas suivants :

1er cas : aux pointsRi on supposeh(y) �= 0 ; doncx = −yp−mg1(y)/h(y) et par suiteyp = x(x − 1) ⇔
yp[h(y)]2 = yp−mg1(y)[yp−mg1(y)+h(y)], et en simplifiant paryp−m on obtientym[h(y)]2 = g1(y)[yp−mg1(y)

+ h(y)] . On trouve ainsi une famille de points

Nm =
{(

−y
p−mg1(y)

h(y)
, y

) ∣∣∣ h(y) �= 0, 0 � deg(h)� l −m

2
, 0 � deg(g1)�

l − p+m

2
,

ety racine de l’équationym
[
h(y)

]2 − g1(y)
[
yp−mg1(y)+ h(y)

] = 0

}
.

2èmecas : aux pointsRi on supposeh(y)= 0 ; on a alorsyp−mg1(y)= 0, doncg1(y)= 0 puisque on a supposé
R /∈ {P0,P1,P∞} ; et par suiteh etg1 ont comme facteur commun le polynôme minimal dey(R) surQ que nous
noterons∆.

Posonsh = ∆ · h2, g1 = ∆ · g2 et deg(∆)= [Q(y(R)) : Q] = δ. On a alors 0� deg(h2) � (l −m)/2 − δ =
(l − 2δ)−m/2 et 0� deg(g2)� (l − p+m)/2− δ = (l − 2δ)− (p−m)/2, d’oùl− 2δ � 0 ou encorel � 2δ (i).
Si nous désignons parZ le diviseur des zéros de∆(y), on peut écrire div(∆(y))=Z− 2δP∞ ; commeR1, . . . ,Rl
sont des zéros de∆(y) on a div(∆(y))= R1 + · · · + Rl + (Q1 + · · · +Q2δ−l ) − 2δP∞, et on doit donc avoir
l � 2δ (ii). Les relations (i) et (ii) montrent quel = 2δ, et par suite div(∆(y))=R1 + · · · +Rl − lP∞. On trouve
ainsi une famille de points de degré� 2δ = l : Mδ = {(x, y) | [Q[y] : Q] = δ etxracine de l’équationx(x − 1)
= yp}. ✷
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