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Équations différentielles/Differential Equations
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Note présentée par Bernard Malgrange.

Résumé Selon le lemme d’Adams, à la première pente du polygone de Newton d’une équation aux
q-différences est associé un système complet de solutions convergentes. Nous en déduisons
l’existence d’une filtration canonique par les pentes des modules auxq-différences, telle
que le passage au gradué associé est un foncteur fidèle, exact et compatible avec le produit
tensoriel. Pour citer cet article : J. Sauloy, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 11–14.
 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

The canonical slope filtration of aq-difference module

Abstract According to Adams’ lemma, to the first slope of the Newton polygon of aq-difference
equation is associated a full complement of convergent solutions. We draw from this the
existence of a canonical filtration by the slopes ofq-difference modules, such that the
associated graded module functor is faithful, exact and tensor compatible. To cite this
article: J. Sauloy, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 11–14. 2002 Académie des
sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Notations. –Soitq un nombre complexe de module> 1. La lettreK désignera l’un des corps suivants :
M(C), le corps des fonctions méromorphes surC ; C({z}), le corps des séries de Laurent convergentes;
C((z)), le corps des séries de Laurent formelles. On notera alorsσ l’automorphismef (z) �→ f (qz)

de K, v0 sa valuationz-adique etDq = K〈T ,T −1〉 l’algèbre de Öre des polynômes de Laurent non
commutatifs, caractérisée par les relations :

∀x ∈K, ∀k ∈ Z, T kx = σk(x)T k.

Un tel polynômeP ∈ Dq modélise donc l’opérateur auxq-différencesP(σ).

1. Introduction

Comme pour les équations différentielles, l’étude locale de l’équation auxq-différences d’ordren :

a0σ
nf + a1σ

n−1f + · · · + anf = 0, a0, . . . , an ∈K, a0an = 0, (1)
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fait intervenir unpolygone de Newton,introduit par Adams(voir [1,2]). C’est l’enveloppe convexe dansR2

de l’ensemble : {
(i, j) | 0 � i � n, ai = 0, j � v0(ai)

}
.

Nous le noteronsN(P), P(T ) désignant le polynôme non commutatifa0T
n + a1T

n−1 + · · · + an. Les
pentes finies deN(P) sont les rationnels :

µ1 = d1

r1
< · · ·<µk = dk

rk
,

où les entiersri etdi sont l’abscisse et l’ordonnée dui-ème vecteur frontière. Il sera commode d’introduire
la fonction de Newton associée,une application deQ dansN à support fini :

λ �→ rP (λ)=
{
ri si λ= µi ,
0 siλ /∈ {µ1 . . . ,µk}.

Ce polygone obéit aux règles de calcul habituelles. Par ramification, on peut rendre entières les pentes. À la
penteµ sont alors associées des solutions de la formeθµecF (l), oùσθ = zθ , σec = cec, σ l = l + 1 etF
est un polynôme dont les coefficients sont des séries formelles enz, de degré majoré par la multiplicité de
l’exposantc. 1 On doit à Adams les résultats suivants :

1. Le système des solutions formelles ainsi associées à la penteµi est de rang maximal, soitri .
2. Si les coefficients de (1) sont convergents, les solutions formelles attachées à la première pente le sont

aussi. Précisément, siK = C({z}), les séries formelles coefficients des polynômesF attachés à la
première pente appartiennent àK.

Ce dernier énoncé, lelemme d’Adams,est tout à fait caractéristique des équations auxq-différences. Il est
en outre facile d’en déduire la même assertion dans le cas oùK = M(C), car l’équation fonctionnelle (1)
propage la méromorphie : c’est aussi une propriété caractéristique des équations auxq-différences. Ce
lemme fondamental a été exhumé par Changgui Zhang après des décennies de sommeil et utilisé pour
obtenir des factorisations canoniques (voir [8]). Il était d’ailleurs implicite dans les calculs menant à des
résultats analogues de Birkhoff (voir [5]). Nous donnons dans cette Note une interprétation abélienne du
lemme d’Adams, en termes defiltration canonique par les pentes.Nous montrons de plus les excellentes
propriétés abéliennes et tensorielles du gradué associé, similaires à celles axiomatisées par Saavedra
dans [13], etopposéesà celles axiomatisées par Yves André dans [3]. Nos résultats admettent au moins
deux applications importantes :

• Ils permettent de ramener la classificationanalytique2 des équations irrégulières à celle des équations
pures (une seule pente), qui est classique, et à celle des extensions d’objets purs. Cette dernière étape,
qui repose sur une interprétation homologique des opérateurs de Stokes, est franchie dans [12] grace à
une nouvelle méthode de resommation due à Changgui Zhang.

• Ils permettent de déduire la théorie de Galois des équations irrégulières de la théorie dans le cas
fuchsien, telle qu’elle est exposée dans [14] et [15]. C’est l’objet de [16].

2. Principaux résultats

2.1. Le polygone de Newton d’un module auxq-différences

L’équation (1) est modélisée par lemodule auxq-différencesMP = Dq/Dq .P , un objet de la catégorie
DiffMod(K,σ) desDq -modules à gauche de longueur finie ; de plus, d’après lelemme du vecteur cyclique
de Birkhoff (voir [6]), tout objet de DiffMod(K,σ) est de la formeMP et,Dq étant euclidien à gauche, on
peut choisirP unitaire de degré minimum.
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Des résultats d’Adams, il résulte que, siP est à pentes entières (on s’y ramène par ramification),MP
admet une suite de composition dont les objets sont de rang 1. La méthode de Gabber exposée dans [7]
permet de définir le polygone de Newton du moduleMP , de montrer qu’il est intrinsèque (cela résulte du
théorème de Jordan–Holder) et que c’est celui deP ; ce dernier point résulte de la suite exacte

0 →MP ′ →MP ′P ′′ →MP ′′ → 0

et du calcul direct deN(P ′P ′′). Un objet de rang 1 est de la formeDq/Dq .(T − u), où u est défini à
une unité près. Son polygone de Newton admet une seule pente, d’abscisse 1 et d’ordonnéev0(u). Nous
noteronsrM la fonction de Newton associée au polygone de Newton deM.

Dans [10] est explicitée la structure tensorielle de DiffMod(K,σ), qui en fait une catégorie tannakienne.
Dans le cas d’objetsMP etMQ de rang 1, avecP = T − u etQ = T − v, on aMP ⊗MQ =MR avec
R = T − uv. On en déduit les énoncés suivants :

THÉORÈME 1 (additivité et multiplicativité du polygone de Newton). – (i)Pour toute suite exacte
0→M ′ →M→M ′′ → 0, on arM = rM ′ + rM ′′ .

(ii) La fonction de Newton d’un produit tensoriel est le produit de Cauchy des fonctions de Newton des
facteurs: rM1⊗M2(µ)=

∑
µ1+µ2=µ rM1(µ1)rM2(µ2).

(iii) Un sous-module et un quotient d’un module pur de penteµ sont purs de penteµ. Une extension et
une somme de deux modules purs de même penteµ sont aussi purs de penteµ. Le seul morphisme entre
des modules purs de pentes différentes est0.

2.2. La filtration par les pentes

On voit donc que,µ étant arbitraire, tout moduleM admet un sous-module maximal de penteµ. Si de
plusµ est la plus petite pente et qu’elle est entière, on déduit du lemme d’Adams que ce sous-module a pour
rangrM(µ). Un argument de descente galoisienne entraîne alors que c’est encore vrai siµ est rationnelle.
En itérant, on définit lafiltration canonique par les pentes(F�µM)µ∈Q.

THÉORÈME 2. – (i) Un module auxq-différencesM de plus petite penteµ1 admet un sous-module pur
de penteµ1 maximal et celui-ci est de rangrM(µ1).

(ii) Un module auxq-différencesM de pentesµ1 < · · · < µk admet une unique filtration ascendante
dont quotients sont purs de pentes croissantes ; ces pentes sontµ1, . . . ,µk .

Si l’on applique un morphisme, on tire du théorème 1 et de l’assertion d’unicité ci-dessus le

THÉORÈME 3. –Tout morphisme est strict. En particulier, la filtration canonique est fonctorielle.

2.3. Le gradué associé

On peut donc associer à tout moduleM son gradué gr(M), qui est somme directe (indexée parQ) de
modules pursM(µ). En ce qui concerne le produit tensoriel, un raisonnement d’algèbre linéaire joint à
l’assertion d’unicité du théorème 2 permet de prouver que notre filtration vérifie l’axiome FE3 de [13],
IV.2.1, p. 214 :

F�µ(M1 ⊗M2)=
∑

µ1+µ2=µ
F�µ1M1 ⊗ F�µ2M2.

THÉORÈME 4. –Le foncteurgr est exact, fidèle et commute au produit tensoriel.

L’exactitude vient classiquement du fait que tous les morphismes sont stricts. Le reste est prouvé dans
loc. cit.pour les espaces vectoriels sous-jacents seulement, mais cela suffit clairement dans notre cas.
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Remarque(la classification formelle). – Dans le cas formel, on obtient un sous-module pur de rang
maximal pourchaquepente, etM est isomorphe à gr(M). On retrouve ainsi la classificationformelletelle
qu’elle est exposée dans [9] et dans [10].

1 Le polygone de Newton admet des interprétations en termes d’indices (voir [4]), de croissance des solutions
(voir [11]) et de décomposition formelle (voir [9]).

2 Pour la classificationformelle,voir infra, à la fin de 2.3.
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