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Résumé Je décris la fibration en tores de Liouville d’un système intégrable sur les orbites coadjointes
de SU(n) à l’aide de la jacobienne (relative) généralisée d’une famille de courbes
singulières. Le système intégrable contient l’application moment de l’opération d’un tore
maximal, ce sont ces hamiltoniens périodiques qui font apparaître la partie non compacte
de la jacobienne. Pour citer cet article : M. Audin, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002)
37–42. 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Torus actions and generalized Jacobians

Abstract I describe the fibration in Liouville tori of an integrable system on the coadjoint orbits
of SU(n) in terms of the (relative) generalized Jacobian of a family of singular curves.
The integrable system contains the moment mapping of the maximal torus—these periodic
Hamiltonians are responsible for the noncompact part of the Jacobian. To cite this article:
M. Audin, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 37–42. 2002 Académie des
sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

We consider a 2n-dimensional symplectic manifold endowed with an effective action of ak-torus (k < n)
and we assume that the momentum mapping

µ : W −→ Rk

can be completed into an integrable system

(h,µ) : W −→ Rn−k × Rk.

We assume moreover that the Hamiltonian system of one of the components of(h,µ) can be described by
a Lax equation with a spectral parameter.
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This is what happens in the case of the spherical pendulum, wheren = 2, k = 1 and the symplectic
manifold is the tangent bundle of the 2-sphere

W = {
(q,p) ∈ R3 × R3 | ‖q‖2 = 1 andq · p = 0

}
.

The circle S1 acts by rotations around the “vertical” axis. The momentum mapping is the periodic
Hamiltonian

K : T S2 −→ R,

(q,p) 
−→ (q × p) · e3,

momentum with respect to the axise3. The functionH(q,p) = 1
2‖q‖2 −q · e3, total energy of the spherical

pendulum, is constant on the orbits and thus commutes withK. The Hamiltonian system associated withH

can be put in Lax form, but the spectral curve has genus 1, which is not enough to describe a two degree
of freedom system. It is known however (see [1]) that a good model for the fibration in Liouville tori is the
real part of a family of generalized Jacobians: the “good” spectral curve is singular.

The point here is that theS1-action complexifies into aC�-action, a fact that forces to use noncompact
Jacobians.

In this Note, we will consider the (generic) coadjoint orbitsW of a compact semi-simple Lie groupG,
endowed with the action of a maximal torusH . The momentum mapping is simply the projection

µ : W ⊂ g
� −→ h

�.

Fix a generic elementa ∈ h�. Let f be any Ad�-invariant function ong�. It is known [5,2] that the
coefficients of the powers ofy in the f (m + ay)’s form an integrable system on the Poisson manifold
g� and its coadjoint orbits.

For simplicity, consider the case whereG = SU(n) andH is the diagonal torus. The invariant functions
can be grouped into the single polynomial

P(x, y) = det(m + ya − x Id).

The equationP(x, y) = 0 defines a real affine curve inC ⊂ C2 and the coefficients of the polynomial are
functions ofm in involution. Among them are the orbit invariants (obtained fory = 0) andn − 1 functions
F = (F1, . . . ,Fn−1) that are linear in the diagonal entries ofm, such thatF is the composition

F : W
µ−→ Rn−1 A−→ Rn−1

of the momentum mapping of the torus action with a linear isomorphism. The other first integrals are the
coefficients ofP , higher degree functions of the entries ofm. To fix values of these coefficients amounts to
fix a specific curveC and a common level set of the first integrals, that we denoteTC .

Assume the affine curveC to be smooth. We consider also its nonsingular completionC̃ and its natural
completionC in P1 × P1. We show that the curveC has a unique singular point at whichn distinct smooth
branches intersect, while the smooth curveC̃ has genusg = (n−1)(n−2)

2 (Proposition 2.2). We then consider
the eigenvector mapping

ϕC : TC −→ Pic
(
C̃

)
,

which associates, to the matrixm, the sub-bundle of̃C × Cn whose fiber at(x, y) is the eigenspace of
m + ya for the eigenvaluex. We also consider the generalized Jacobian Pic(C) of the singular curveC
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(see [3]), we have a group morphism Pic(C) → Pic(C̃) induced by the normalizatioñC → C, that is also a
fibration with fiber(C�)n−1.

The main result is the following (théorème 2.3):

THEOREM. – If the affine curve C is smooth, the corresponding level TC of the first integrals is regular.
The eigenvector mapping defines an embedding (of real algebraic varieties) TC/H → Pic(C̃), lifts into a
(real algebraic) mapping TC → PicC, which is an embedding, makes the diagram

H (C�)n−1

TC Pic(C)

TC/H Pic(C̃)

commute and includes the compact torus H as the real part of (C�)n−1.

1. Introduction

L’objet de cette Note est l’étude algébro-géométrique de systèmes intégrables dont une partie des
intégrales premières sont des hamiltoniens périodiques. On considère une variété symplectique de
dimension 2n, munie d’une opération (effective) d’un toreT k (k < n). On suppose que l’application
moment

µ : W −→ Rk

se complète en un système intégrable

(h,µ) : W −→ Rn−k × Rk

et que l’un des systèmes hamiltoniens (d’une composante de(h,µ)) se décrit par une équation de Lax avec
paramètre spectral. Avant d’en venir à l’objet principal de cette étude, le cas des orbites coadjointes de
SU(n), commençons par un exemple très simple.

Exemple 1.1. – Icin = 2 etk = 1. La variété symplectique est le fibré tangent de la sphèreS2

W = {
(q,p) ∈ R3 × R3 | ‖q‖2 = 1 etq · p = 0

}
.

Le cercleS1 opère par rotations autour d’un axe dit « vertical ». L’application moment est le hamiltonien
périodique

K : T S2 −→ R,

(q,p) 
−→ (q ∧ p) · e3,

moment par rapport à l’axe verticale3. La fonctionH(q,p) = 1
2‖q‖2 − q · e3 est constante sur les orbites

de l’opération deS1, donc commute avecK. C’est l’énergie totale du système mécanique dit « pendule
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sphérique ». Le système hamiltonien associé se met sous forme de Lax, la courbe spectrale est une courbe
de genre 1, ce qui semble être trop peu pour un système à deux degrés de liberté. On sait (voir [1]) qu’en
fait, le bon modèle pour la fibration en tores de Liouville est la partie réelle d’une famille de jacobiennes
généralisées : la « bonne » courbe spectrale est singulière.1

La remarque que je vais systématiser dans cette note est le fait que l’action deS1 se complexifie en
une action deC�, ce qui rend l’utilisation de « jacobiennes non compactes » et donc de courbes spectrales
singulières naturelle et nécessaire.

2. Orbites coadjointes de SU(n)

Les variétés symplectiques que je vais considérer sont les orbites coadjointes d’un groupe de Lie compact
semi-simple, munies de l’opération coadjointe d’un tore maximal.

Soit doncG un tel groupe de Lie,W ⊂ g� une orbite coadjointe (munie de la structure symplectique de
Kostant–Kirillov–Souriau),H ⊂ G un tore maximal. L’opération coadjointe deH surW est hamiltonienne,
son application moment est simplement la projection

µ : W ⊂ g
� −→ h

�.

On fixe un élémenta générique deh�. Pour toute fonction Ad�-invariantef sur g�, on peut considérer
f (m + ya) (pour m ∈ W et y une variable indépendante) et le développer suivant les puissances dey,
obtenant ainsi des fonctions surW .

PROPOSITION 2.1 ([5,2]). – Les coefficients du développement en y des f (m + ay) quand f parcourt
les fonctions invariantes sur g�, forment un système intégrable sur la variété de Poisson g� et ses orbites
coadjointes.

Pour simplifier les énoncés, je vais me limiter au cas oùG = SU(n) (n � 2). J’identifie comme il est
d’usage l’algèbre de Liesu(n) (resp. son dualsu(n)�) à l’algèbre de Lie des matrices anti-hermitiennes
(resp. des matrices hermitiennes) de trace nulle. On choisit pourH le tore maximal des matrices diagonales
dans SU(n). Ici, a est simplement une matrice diagonale de valeurs propresa1, . . . , an réelles (de somme
nulle). La dimension du groupe estn2 − 1, celle d’une orbite génériquen(n − 1), celle du tore maximal
n−1. L’application moment associe à une matrice ses éléments diagonaux. On peut regrouper les fonctions
invariantes en un polynôme à deux variables

P(x, y) = det(m + ya − x Id),

l’équationP(x, y) = 0 définissant une courbe affine réelleC ⊂ C2. La proposition 2.1 affirme alors que les
coefficients de ce polynôme sont des fonctions (dem) en involution. Remarquons

– queP(x,0) = det(m − x Id), polynôme enx dont les coefficients sont les invariants de l’orbiteW

considérée,
– que la partie homogène de degrén dansP(x, y) est

∏
1�i�n(yai − x), de sorte que la courbe affine

C an points à l’infini en lesquelsx/y ∼ ai ,
– que la partie homogène de degrén − 1 est

n∑
i=1

mi,i

∏
j �=i

(yaj − x) = yn−1Fn−1 + · · · + yxn−2F1,
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lesFi étant, donc, des combinaisons linéaires des coefficients diagonaux de la matricem. En d’autres
termes,F = (F1, . . . ,Fn−1) est la composée

F : W
µ−→ Rn−1 A−→ Rn−1

deµ et d’un isomorphisme linéaire.
Les autres coefficients deP sont des fonctions au moins quadratiques des coefficients dem. Ce sont les
autres intégrales premières. Donner des valeurs des coefficients revient à donner une courbeC particulière
et un niveau commun des intégrales premières. Je note doncTC un tel niveau.

Supposons les valeurs des intégrales premières assez générales pour que la courbe affineC soit lisse. On
considère aussi la complétion nonsingulièreC̃ et sa complétion naturelleC dansP1 × P1. Ainsi, C̃ est la
normalisée deC.

PROPOSITION 2.2. – Si C est lisse, sa complétion non singulière C̃ est une courbe de genre

g = (n − 1)(n − 2)

2
.

La complétée C dans P1 × P1 a un unique point singulier, en lequel n branches lisses se rencontrent
transversalement.

Considérons maintenant l’application de vecteurs propres

ϕC : TC −→ Pic
(
C̃

)
.

Rappelons qu’elle associe à la matricem le (dual du) sous-fibré dẽC × Cn dont la fibre en(x, y) est le
sous-espace propre dem+ya pour la valeur proprex. Cette application est bien définie dès que la courbeC

est lisse.
On considère aussi la jacobienne généralisée Pic(C) de la courbeC (voir [3]). Rappelons que

l’homomorphisme de groupes Pic(C) → Pic(C̃) induit par la normalisatioñC → C est (aussi) une fibration
de fibre(C�)n−1.

THÉORÈME 2.3. – Quand la courbe affine C est lisse, le niveau TC correspondant est régulier.
L’application de vecteurs propres induit un plongement (de variétés algébriques réelles) TC/H → Pic(C̃),
se relève en une application (algébrique, réelle) TC → PicC qui est un plongement, fait commuter le
diagramme

H (C�)n−1

TC Pic(C)

TC/H Pic(C̃)

et inclut le tore compact H comme la partie réelle de (C�)n−1.

Idées des démonstrations. – La complétion naturelle deC dansP2(C) est lisse. On en déduit le genre
de C̃. La courbeC a un unique point singulier, pour(x, y) = (∞,∞), où lesn asymptotesyai − x = 0
se rencontrent. Ce point correspond àn pointsA1, . . . ,An deC̃. Le fibré des vecteurs propres an sections
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naturelles en les pointsA1, . . . ,An, qui sont les vecteurs propres de la matrice diagonalea, vecteurs de la
base canonique. C’est ce qui définit le relèvement deϕC .

Les champs fondamentaux de l’action du toreH sont envoyés, par l’application tangente à l’application
de vecteurs propres, sur des éléments indépendants de l’espace tangent de Pic(C) (nuls dans celui de
Pic(C̃)).

Pour ce qui se passe en bas, on utilise une méthode classique en théorie des systèmes intégrables (voir
par exemple [6]) qui permet de déterminer l’image deϕC dans Pic(C̃) (ce sont les classes des diviseursE

de degrég+n−1 vérifianth0(E −A1−· · ·−An) = 0) et l’image inverse d’un élément de cette image.✷
Remerciements. Je remercie Nguyen Tien Zung de m’avoir fait découvrir le système intégrable dont il est question

ici.

1 La courbe singulière et sa jacobienne sont aussi utilisées, d’un point de vue un peu différent, mais pour le cas
analogue de la toupie symétrique, dans [4].
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