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Résumé Nous étudions I'équatiorb(u); = a(u, p(u)x)x + f de type elliptique-parabolique.
Utilisant la théorie des équations d’évolution dank Inous établissons des résultats
d’existence et d’'unicité de «bonnes solutions» du probleme de Cauchy associé sous des
hypothéses trés générales. Avec des hypothéses complémentaires de structure de type Alt—
Luckhauss, nous montrons que ces «bonnes solutions» sont solutions faibles. Pour citer
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On anonlinear dliptic-parabolic problem

Abstract We study the general equationu); = a(u, p(u)x)x + f oOf elliptic-parabolic type. Using
the theory of evolution equation governed by accretive operator, we establish existence and
uniqueness of mild solutions to the associate Cauchy problem, under general assumptions
on the data. With additional structural condition of Alt—-Luckhauss type, we show that the
mild solutions are weak solutions. To cite this article: S. Ouaro, H. Touré, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. | 334 (2002) 27-30. 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

Abridged English version

Let » andg be functions ofR into R continuous and nondecreasing, in addithois surjective. Let also
a(k, &) be afunction ofR x R into R continuous, and nondecreasing with respeét, tawe suppose that
verify a coerciveness assumption

lim inf |a(k,&)| = VR > 0. H1
|g|Lnloo|k'|rlR|“(’€)’ +00, > (H1)

We first define entropy solution to the stationary problem

b(u) —a(u,gp(u)x)x =f onR (PS)

Adresse e-mailtoureh@univ-ouaga.bf (H. Touré).

0 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés
S$1631-073X(02)02198-2/FLA 27



S. Ouaro, H. Touré/ C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 27-30

associated to the evolution problem

{b(u)t =a(u,p)y), + f inQ=10,T[xR,

b(u(O)) =vg ONnR (PE)

for given f in Q andvg onR.

We introduce an £ operatora, associated to (PS). We prove that this operator is accretivé,iwith
dense domain, and verify the range condition. Then using the theory of evolution equation governed
accretive operator in Banach space, we deduce existence and unigueness of mild solution of the assoc
Cauchy problem. More precisely, we have the following result:

THEOREM 1. —Leta, b andg such that(H1) holds for anyf e L1(Q), vo € L1(R), then there exists a
mild solutionu of (PE)which is caracterized by

b(u) € C([0, TI;LY®)), b(u(0)) =vo

and for anyé € D(]0, T[), € > 0, b(a) € D(Ap); there existax € L>*(Q), o € sign(b(u) — b(i1)) a.e.inQ
so that

// o{ (bw) — b(a))&' + (F — Apb(2))€) dxdr 0.
JJo
In addition, we have the comparison principle o). That is, if
f< f a.e.onQ and vy<vy a.e.inR, then b(u)<b@) a.e.onQ,

whereu, i are mild solutions of PE)with respect ta f, vo) and ( £, do).

1. Introduction

Soientb et ¢ des fonctions d&® dansR continues croissantes au sens large, on suppose de plis que
est surjective. Soit d'autre partk, £) une fonction dé&R x R dansR continue, croissante au sens large en
& et on fait 'hypothése de coercivité (H1) sk, £).

Nous étudions le probleme d’évolution (PE) par la théorie des équations d’'évolution dans un espace
Banach ; on introduit une notion de «bonne solution» de (FE)o) a partir de I'étude dans la premiere
section du probléme stationnaire (PS). La seconde section est consacrée a I'étude du probléme d’évolu
On fait en particulier le lien avec les solutions faibles sous certaines hypothéses complémentaires sur
données.

2. L'opérateur A,

DEFINITION 2.—Soitf € L%C(R), on appellesolution entropiqueale (PS) toute fonctiom € L*°(R)
telle quepu) € WE-2(R) et il existeh € C(R), h = a(u, p(u),) p.p.x € R vérifiant les inégalités
suivantes :

/RSigf‘bF (b(u) —bk)){ (H(k) —h)ex + (f —bw))}dx >0 1)
et
/RSigf‘bF (b(k) — b)) { (H(k) —h)&x + (f —bw))&}dx <O 2)

pour toutk € R, & € D(R), £ > 0, ot on a notéd (k) = a(k, 0).
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LEMME 3.-—Soientf, f eLYR) NL>®(R) etu, ii € L*(R) solutions entropiques d@S)correspon-
dantaf et f respectivement, il existe e signt (b(u) — b(i)) p.p.x € R telle que:

/ () — (@) " dr < / o(f— f)"dr.

R R
Ce résultat est a rapprocher des résultats de Bénilan et Touré [3], Bénilan et Wittbold [4], Carrillo [5].
DEFINITION 4.—A; est 'opérateur de L(R) défini par :(b(u), v) € A, si, et seulement si, € L (R),

b(u) € LY(R), v e LYR) NL>®(R) etu est solution entropique de (PS) avée= v + b(u).
THEOREME 5 (Propriétés de l'opérateut;). —

(1) Ap est T-accrétif dans(R) ;

(2) le domaine det,, D(A,) est dense daris'(R) ;

(3) VA > 0, 'image del + 1Ay, R(I + AA,) est dense daris'(R).

Le point (1) se déduit directement du lemme 3. Pour les points (2) et (3), grace aux résultats de Béni
et Touré [3], on approche les fonctioh®t f par des fonctions réguliéres appropriées.

3. Leproblémed’évolution

Introduisons maintenant la notion de «bonne solution» de (PE). On appelle «bonne solution» to
fonctionu : 9 — R mesurable telle que = b(x) soit solution au sens de la théorie des semi-groupes du
probléeme :

d_v
dr

Compte tenu des résultats développés dans la section 2, il existe une «bonne solution» de (PE) qu
caractérisée par les inégalités intégrales du théoréme 1. Il en résulte

+ Apv > f, v(0)=wvp.

THEOREME 6. —Pour tousf, f € LY(Q), vo, 90 € LY(R) on a

/R(b(“)—b(ﬁ))Jr(t)</R(b(u)—b(ﬁ))Jr(S)Jr/st/R (f—F)Fde

pourtous0 < s <t < T ouu etu sont les «bonnes solutions » BE&( £, vo) respectivemerﬁE(f, 00).

Suivant la théorie générale des semi-groupes non linéaire dai®y,Lce résultat est la conséquence
directe du théoréme 4, il implique I'unicité d€u) et le principe de comparaison.

Faisons maintenant le lien avec les solutions «faibles ». Introduisons pour cela I'hypothése de struct
de type Alt et Luckhauss [1].

Il existea : R x R — R telle que :

atk,§)=a(b(k), &), Vk.&eR. (H2)
On fait 'hypothése complémentaire, il existe des fonctions continugR,— R} etR : R — R telles que
(ak, &) —a(k,0)) - & >k(b(k))|%'|2 (H3)
pour tousk, £ € R; |&| > R(b(k)).
DEFINITION 7.— Soientf € L2(0, T; HL (R)) etvg € L1(R). On appellesolution faiblede (PE) toute

loc

fonctionu mesurable telle quie(u) € LL .(Q), ¢(u) € L%(0, T; HE (R)) vérifient :

(i) b(u) € L?(0, T; Hge(R)), h = au, p(u)y) € LE(0);
(iiy b(u); —hy = f dansD’'(Q) etb(u(0)) = vo.
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La derniére condition doit étre comprise au sens précis suivant :

T
/ (bu)y, &) dr = - / b(u)é di — / 005 (0) dx
0 0 R

pour toutt € L2(0, T; D(R)) NWLL(0, T; L®(R)), tel que&(T) =0, ol (, ) désigne le crochet de dualité
entre H1(R) et HL(R).
On noteB(r) = for @(s) db(s) et on fait 'hypothése complémentaire suivante :

feli(@), pp.relo,T[, f(t)elL®MR),

r (H4)
wel®®) et /O £ ooy & < +00.
PROPOSITION 8. —Soient f, vg Vérifiant les hypothése@il) a (H4), si B(vo) € LL(R), la bonne
solutionu de (PE)est solution faible.

Ce résultat est obtenu en suivant la démarche de Carrillo, cf. [5]. La conditid{arest utilisée pour
montrer que les «bonnes solutions » sont dans ce cas d’énergie finie ce qui permet d’en déduire qu’e
sont solutions faibles, voir également [4].
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