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Note présentée par Pierre-Louis Lions.

Résumé On se propose d’'établir quelques propriétés des petits espaces de Lebesgue introduits par
Fiorenza [7], notamment la convergence monotone de Lévi et des propriétés d'équivalence
de normes. En combinant ces propriétés avec les inégalités de Poincaré—Sobolev pour
le réarrangement relatif [11], nous donnons quelques estimations précises concernant les
espaces de Sobolev associés a ces espaces et les régularités des solutions d’'équations
guasilinéaires lorsque les données sont dans ces espaces. Pour citer cet article : A. Fiorenza,
J.-M. Rakotoson, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 23828002 Académie des
sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

On small Lebesgue spaces and their applications

Abstract We prove some new properties of the small Lebesgue spaces introduced by Fiorenza [7].
Combining these properties with the Poincaré-Sobolev inequalities for the relative
rearrangement (see [11]), we derive some new and precises estimates either for small
Lebesgue—Sobolev spaces or for quasilinear equations with data in the small Lebesgue
spaces. To cite this article: A. Fiorenza, J.-M. Rakotoson, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334
(2002) 23260 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier
SAS

Abridged English version

In this Note, we are interested in giving few properties and applications of the so called small Lebesg
spaces whose definition is recalled bel®@sg¢Theorem 1).

These spaces have some common properties with the usual Lebesgue spaces as the monotone
properties. Nevertheless, there are properties that are true for the usual Lebesgue spaces and not sat
by those spaces¢ethe definition ofV, and Theorem 4). As for the application of the monotone Levi
property, and the pointwise Poincaré—Sobolev inequality, we give an explicit estimate of the oscillation
a functionu being in the Grand Sobolev space®W/(Q) (seeTheorem 3). The last Theorem 5 shows that
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the small Lebesgue spaces are limit spaces as the Lorentz spaces for haviffgridgularity but with a
different aspect since the paramepeplays a crucial role.

1. Introduction

Les petits espaces de Lebesgue ont été introduits trés récemment par Fiorenza [7] dans le cadre de I'¢
des espaces duaux des Grands espaces de Lebesgue de lwaniec—Sbordone [9]. Ces derniers espaces
aveérés utiles pour I'étude de problémes a données mesures. Il en est de méme pour les petits espac
Lebesgue qui sont les prémices de la recherche sur les espaces duaux des Grands espaces de Sobole
pour obtenir des théorémes de régularité des probléemes d’évolution a données mesu8}.(Dans
cette Note, on va s'intéresser aux applications liées a des équations elliptiques.

Il est maintenant bien connu que 4i: = —div(a(x, u, Vu)) est un opérateur vérifiant, les conditions
classiques de Leray-Lions smvg”’(sz) (ici, € est un ouvert borné dBM et 1< p < N) et f une
fonction de LL(2), r > N/p, alors les solutions ddu = f sont bornées. On sait que le résultat n'est
pas vrai sir = N/ p. Depuis l'introduction des petits espaces de Lebesgue, noté¥ &), vérifiant les
inégalitésYe > 0 L91¢(Q) C L9(Q) C L9(R), on est amené & se poser la question : 'espaté’l()
est-il pas un espace limite pour obtenir une telle régulafité C'est I'objet du théoréme 4 ci-dessous. On
y montre des résultats nouveaux et optimaux pour2 dans le cadre des petits espaces de Lebesgue. On
prouve des estimations nouvelles et précises donnant entre autre une estimation de la norme de I'opér:
(—=A)"1: LWN/2(Q) — L>®(2). De méme, pour les inclusions de Sobolev, on considére ici un espace limit
WLV (Q) pour linjection dans B°(22) N C(R2) en donnant une estimation précise de la décroissance de
I'oscillation autour d’une boul@(x, r) lorsquer — 0 pour une fonctiom € WV ().

Les résultats précédents sont aussi connus dans le cadre des espaces de Lorentz. Par exemp
sait que sif e LN/ (r=D(Q), les solutions dedu = f sont bornéesvpir [1,5]) mais, dans le cas
ol p > 2, LN/pY(r=D(Q) et LIN/P(Q) ne sont pas comparables. Pquk 2, on a l'inclusion stricte
LWN/P(Q) C LN/P.Y (=D (Q). Dans le cadre des espaces de Sobolev, I'espace lintité(f¥) considéré est
contenu dans I'espace de Lorentz—Sobolev suifagtWb1(Q) : |[Vv| € LV-1(Q)}. Ce dernier espace est
contenu dans 2) (voir [14,4,2]). Néanmoins, le résultat que nous apportons sur |'oscillatiog@se
est nouveau pour € WV (Q).

Nous commencons par donner de nouvelles propriétés des petits espaces de Lebesgue. Nous prot
le théoréme de Levi dans le cadre de ces espaces. Cela nous permet de préciser le comportement
norme du gradient d’une fonctiansur une bouleB(x, r) lorsquer — 0. Ensuite, nous terminons par deux
applications de ces résultats.

2. Rappel de quelques définitions et résultats

Dans tout ce qui suilQ est un ensemble borné mesurable au sens de Lebesgue.
Soit 1< p < +o00. Pourg > 0 mesurable su®, on peut associer une quantité introduite dans [7] :

oo (p—s 1/(p—e)
= § : i —-1/(p—#) p—¢
lgly = |njoo { O<;Q;718 <]{ng dx) }a
8= D i1 s L=t

8k =0

avecp’ = ﬁ, etf, la moyenne suf.

THEOREME 1. — L'espace défini pat. (' () = {g mesurable: llgll,» < +oc} estun espace de Banach
avec la norme donnée pag € L7 (Q) — lgll,». Cetespace est appelé petit espace de Lebesgue. De plus
Ve>0:LP*(Q) CLP(Q) SLP(Q).

On notera dans la suitg|, = lIgll -
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2.1. Définition du réarrangement monotone et relatif

DEFINITION 1 (du réarrangement monotone). — Soit2 — R mesurable. On définit s§2,. = [0, |2|]
la fonctionu, : ux(s) = Inf{t e R, |u > 1| <s}, s € Qx €tu,(0) =esssupu, u.(|2]) =essinku. Ici,
lu > t| désigne la mesure de Lebesgue de I'enserfible Q2 : u(x) > ¢}. La fonctionu, est appelée le
réarrangement décroissantude

Dans la suite, on associera a une fonctiorf2 — R mesurable et & une fonctierintégrable la fonction
w: Q4 =10, |Q|[ — R définie par

s—|u>uy(s)|
w(s) :/ vdx+/ (v|{u:u*(x)})*(0)da.
U>uy(s) 0

Ici, v|g désigne la restriction & un sous ensemble Q.
Pour la propriété qui suit, on peut consulter [10,3,13].
PROPRIETE 1. —S0itQ un sous-espace mesurable borndRde. Alors ((u + Av)y — uy) /A A_\odw/ds
—

dans L?(Q2,)-faible si 1 < p < 400 et dansL*°(Q2,)-faible-étoile sip = +0o. Dans tous les cas,
|[dw/ds|Lr,) < IVILr(Q)-

DEFINITION 2 (du réarrangement relatif). — La fonctiow¢ds est appelée le réarrangement relatifide
relativement a: et est notée,,, = dw/ds.

Pour une notion similaire au réarrangement relatif, on peut consulter [1,6].

Une propriété utile sera la suivanie{r [12]).

PROPRIETE 2. —[Vsu|L(r(q) < [V]L0n(q) ST v € LP(RQ).
Les résultats suivants sont introduits dans [11].

DEFINITION 3.—Un sous-ensemblé de W-1(Q2) satisfait I'inégalité de Poincaré—Sobolev pour un
réarrangement relatif (appelé PSR) s'il existe une fonckdn €2, V) de Q. dansR., tel que pour tout
uev:

(@) ux € Wigg (2, ;
(b) —u.(s) < K(s, K2, V)|Vuls,(s) pour presque tout € $2,.

Dans la suite, on utilisera le résultat suivant :

LEMME 1.-SoitQ une boule de rayoR > 0. Alors V = W-1(Q) vérifie la propriété PSR. De plus,
K(s,Q,V) = L(“’TN)lfl/N Max(sYN=1 (wy RN — $)YN=1) Ici, w,, désigne le volume de la boule

WN-1
unité dandR™.

3. Résultats principaux

THEOREME 2 (Le théoréme de convergence monotone de Levi pour les petits espaces de Lebesgue)
Soit(f,), une suite croissante t.¢/ = sup, || full(,r < +o00.

Alors la fonctionf = sup,, fm est telle que
1) feL?;

@) fm /' f ae, ,
(3) fm — f dansL(?',

COROLLAIRE 1.-Soitf € L»'(Q) et soit(E,,) une suite de sous-espaces mesurableR tidle que
() Q2 E12E22E32--2Ep2...;
(i) mesure d&&,, = |E;,| — O.

Alors || f XE,, |||_(p’(Q) — 0.

PROPOSITION 1. —Soit ¢ dans L”(2). Pour o € Q,, Oon poseg.(o) = %fé’ |gls(2)dt. Alors,
|g||_(p(g2) < |g**||_(p(g2*) < P/|g||_(p(gz)-
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Des applications de ces résultats sont données par les théorémes suivants :

THEOREME 3. — On suppose que est un ouvert borné lipchitzien. SN (Q) = {v e WE1(Q) :
|Vo| € LY (Q)}. Alors, WXV (©) ¢ L®(2) N C(R2). De plus, nous avons le taux de convergence suivant
QYN (NN |VuxpeenlLwv gy, OUB(x, 1) CQ, 1> 0,u e WHV(Q), N'= .

Soitu € Wy” (%) solution deP [, @(x, u, Vu) - Vodx = [, fodx, Yo € W5P(RQ), olia: Q x R x
RM — RN vérifie la condition de coercivité suivante : pour presque toutv(u,&) : a(x,u,£)& >
a|€1P, a > 0.

Pourp > 2, on définit le sous espace vectoriel suivant = {g € LN/7(Q): P L WV/P' ().

THEOREME 4. -V, est différent d&. /7 (Q).

OSGa(x,1) U <

THEOREME 5.-Si f € LIN/P(Q), p < 2, alors u est bornée. Si, de plugy; < 15—11 alors on a
'estimation: |u|x < caN(folsfp//N,(p(s)l/(”fl) ds)|g*v|l/(p_l) < 4o00.

LWN/P ()
ICi, ¢(5) = SURy_; —1(e9)/ 1™, avecq = . cav = v g =S v=lul, 121 =1.

p ar"//l’(NwN
Sip > 2et f € V, alorsu est bornée.

Note — Notons qu'avec la proprieté 2 on &l w/r(q,) < 1fILwrq)-

Le résultap > 2 ci-dessus est optimal au sens qu'il existe des fonctjops/,,, f € LN/7(Q)NLY (),
telles que I'unique solution de I'équatierA ,u = f est non bornée. De ce fait, en raisonnant par l'absurde,
on montre que [V/? n’est pas inclus dans I'espac& 1?1/ (=D ().

1This work has been partially performed as a part of a National Research Project supported by M.U.R.S.T. 3
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