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Résumé On construit un modèle purement relationnel de la logique linéaire du second ordre. En
l’absence de toute notion de cohérence, on s’attachera tout particulièrement à établir un
théorème de forme normale qui permettra d’interpréter les quantificateurs du second ordre.
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Relational model of second order linear logic

Abstract We define a purely relational model of second order linear logic. In the absence of any
notion of coherence, we will especially concentrate on establishing a normal form theorem
that will give rise to the interpretation of the second order quantifiers. To cite this article:
A. Bruasse-Bac, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 93–96. 2002 Académie des
sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Introduction

Le modèle relationnel de la logique linéaire (LL) est probablement l’un de ses modèles dénotationnels
les plus simples. Les formules y sont interprétées par des ensembles et les preuves par des relations.
Dans [3], Bucciarelli et Ehrhard ont cependant montré que, sous son apparente simplicité, ce modèle pouvait
constituer le socle d’un travail sur la complétude dénotationnelle (étude conduisant notamment à la notion
de logique linéaire indexée et à toute une famille de modèles dénotationnels non uniformes de LL).

Dans [4], Girard construit un modèle cohérent du systèmeF dans lequel un théorème de forme
normale garantit une représentation finitaire des preuves. Cependant, la structure cohérente est absolument
indissociable de ce modèle (elle est, entre autre, un ingrédient indispensable à la définition de la composition
des morphismes). La question de savoir s’il était possible de définir un modèle relationnel de la logique
linéaire du second ordre (LL2) était donc ouverte et, à cette question, était subordonnée toute tentative
d’extension du travail de Bucciarelli et Ehrhard au second ordre.
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1. Formules et foncteurs stables

Rappelons que dans le modèle relationnel de la logique linéaire, une formuleA est interprétée par
un ensembleA∗ et que toute preuveπ de A est interprétée par un sous-ensembleπ∗ de A∗. L’idée la
plus simple pour étendre cette sémantique au second ordre est alors la suivante : siA est une formule
de LL2 ayant une variable du second ordreX libre, A∗ devrait se comporter comme une opération qui à
tout ensembleX associe un ensembleA∗(X). Par ailleurs, pour des questions de « polymorphisme » pour
les variables du second ordre, la fonctionA∗ doit être « compatible » avec l’opération de renommage des
éléments deX, ce qui conduit à interpréter les formules de LL2 par desfoncteursn-aires deIn dansI
(oùI désigne lacatégorie des ensembles et injections).

Dans la suite,In désignera la catégorie dont les objets sont desn-uplets d’ensembles et les morphismes
desn-uplets d’injections. Etant donnés(X1, . . . ,Xn) et (Y1, . . . , Yn) deuxn-uplets d’ensembles, on dira
que(X1, . . . ,Xn) estinclusdans(Y1, . . . , Yn) (que l’on notera(X1, . . . ,Xn) ⊆ (Y1, . . . , Yn)) lorsque pour
tout i ∈ {1, . . . , n}, on aXi ⊆ Yi .

Étant donnésE et F deux ensembles, on noteE + F l’union disjointe deE et F définie parE + F =
({1} × E) ∪ ({2} × F). Par ailleurs, étant donné un ensembleX, on noteraMfin(X) l’ensemble des multi-
ensembles finis surX, et [a1, . . . , an] le multiensemble dont les éléments sonta1, . . . , an.

Afin d’obtenir une représentation finitaire des preuves, il est alors essentiel d’exiger une condition de
stabilité des foncteurs.

DÉFINITION 1. – SoitT : In → I un foncteurn-aire. On dira queT est unfoncteur stablelorsque
(i) T préserve les inclusions,
(ii) T préserve les unions filtrantes (hypothèse de continuité),
(iii) T préserve les intersections finies (hypothèse de stabilité).

Grâce à l’hypothèse de préservation des inclusions, on peut montrer qu’un foncteurn-aireT est stable si
et seulement s’il préserve lespetites limites filtranteset lesproduits fibrés. On obtient le théorème de forme
normale suivant.

THÉORÈME 2 (théorème de forme normale). –SoitT : In → I un foncteur stable, soientX1, . . . ,Xn

des ensembles et soita ∈ T (X1, . . . ,Xn). Il existe une unique famille d’ensembles finis(Xi
0 ⊆ Xi)i∈{1,...,n}

telle que:
(i) a ∈ T (X1

0, . . . ,X
n
0),

(ii) pour toute famille d’ensembles(Y1, . . . , Yn), si a ∈ T (Y1, . . . , Yn) alors pour touti ∈ {1, . . . , n}, on a
Xi

0 ⊆ Xi .
De plus, la famille(X1

0, . . . ,X
n
0) ne dépend que du pointa et du foncteurT (et pas de(X1, . . . ,Xn)).

La suite (X1
0, . . . ,X

n
0, a) est alors appeléeforme normale canoniquede a. L’existence d’une forme

normale canonique (et pas seulement de formes normales comme dans [4]) provient de l’hypothèse
de préservation des inclusions. C’est un point central de notre modèle qui conduit à une vision quasi-
syntaxique des foncteurs stables. Dans [2], on exploite cette propriété pour construire un système de logique
linéaire indexée du second ordre.

Étant donné un foncteur stablen-aireT : In → I, on appellerapré-tracen-aire deT la classe de toutes
les formes normales canoniques relativement au foncteurT (nous la noteronšT(T )).

Toute formule de la logique linéaire propositionnelle est interprétée par un foncteur stable au moyen des
constructions suivantes. Étant donnésS etT deux foncteurs stablesn-aires, on pose :

{
(S × T )

( �X) = S
( �X) × T

( �X)
(où �X est une suite d’ensembles)

(S × T )
( �f )

(a, b) = (
S
( �f )

(a), T
( �f )

(b)
)

(où (fi : Xi ↪→ Yi)i∈{1,...,n} et (a, b) ∈ S
( �X) × T

( �X)
)
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(S + T )
( �X) = S

( �X) + T
( �X)

(où �X est une suite d’ensembles)
(S + T )

( �f )
(1, a) = (

1, S
( �f )

(a)
)

(où (fi : Xi ↪→ Yi)i∈{1,...,n} eta ∈ S
( �X)

)
(S + T )

( �f )
(2, b) = (

2, T
( �f )

(a)
)

(où (fi : Xi ↪→ Yi)i∈{1,...,n} etb ∈ T
( �X)

)


(!S)
( �X) =Mfin

(
S
( �X))

(où �X est une suite d’ensembles)
(!S)

( �f )[
a1, . . . , an

] = [
S
( �f )

(a1), . . . , S
( �f )

(an)
]

(où (fi : Xi ↪→ Yi)i∈{1,...,n} et(
ai ∈ S

( �X))
i∈{1,...,n})

Les foncteurs ainsi définis sont des foncteurs stables interprétant respectivement les constructions
multiplicatives (⊗, ℘ et�), additives (⊕ et &) et exponentielles (! et ?) de la logique linéaire.

2. Preuves et objets de type variable

Comme nous l’avons rappelé, siπ est une preuve d’une formuleA, alors l’interprétation deπ dans
le modèle relationnel de LL est un sous-ensemble deA∗. Dès lors, siA comporte une variable libre du
second ordreX, on est amené à interpréterπ comme une famille(π∗

X ⊆ A∗(X))X∈I . La condition de
« compatibilité avec le renommage » conduit, comme dans [4], à la définition suivante.

DÉFINITION 3. – Soit T : In → I un foncteur stable. Unobjet de type variableT est une famille
t = (t �X ⊆ T ( �X)) �X∈In satisfaisant lacondition de mutilationsuivante : étant donnée(fi : Xi ↪→ Yi)i∈{1,...,n}
une famille d’injections, on a

t �X = T
( �f )−1

(t �Y ).

Étant donnésS et T deux foncteurs stablesn-aires, on définit les morphismes deS versT comme les
objets de type variableS � T . Afin d’interpréter la règle de coupure, il faut être capable de composer ces
morphismes. Étant donnéss : S � T et t : R � S deux objets de type variable (avecR, S etT des foncteurs
stables unaires), la famille(tX ◦ sX)X∈I (où tX ◦ sX désigne la composée relationnelle detX etsX) ne vérifie
pas nécessairement la propriété de mutilation contrairement à ce qui se passait dans [4] (voir [1] pour un
contre-exemple). En fait, le problème majeur est que contrairement à ce qui se passait dans le modèle du
systèmeF de Girard, on ne peut plus s’appuyer sur la notion de cohérence pour composer les morphismes.
Nous allons donner une définition de la composition qui se comporte bien dans le cadre ensembliste.

Pour toutn ∈ N, on définit alors la catégorieVRel[n] comme suit :
• lesobjetsdeVRel[n] sont les foncteurs stablesn-aires deIn dansI ;
• si S et T sont des objets deVRel[n], lesmorphismesde S dansT de VRel sont les objets de type

variableS � T .
Étant donnéT un foncteur stablen-aire, on définit l’identité deT par,

(IdT )X1,...,Xn = {
(a, a); a ∈ T (X1, . . . ,Xn)

}
pour toute famille d’ensemblesX1, . . . ,Xn.

Si R, S et T sont des foncteurs stablesn-aires et ques : R � S et t : S � T sont des objets de type
variable, alors on définitla composéet ◦ s par :

(a, c) ∈ (t ◦ s)X1,...,Xn si et seulement s’il existe une famille d’ensemblesY1, . . . , Yn, une famille
d’injections(fi : Xi ↪→ Yi)i∈{1,...,n} et un élémentb ∈ S(Y1, . . . , Yn) tel que

(
R(f1, . . . , fn)(a), b

) ∈ tY1,...,Yn et
(
b,T (f1, . . . , fn)(c)

) ∈ sY1,...,Yn .

On vérifie qu’avec cette définition,1 la composée de deux objets de type variable est bien un objet de
type variable (en fait,t ◦ s est le plus petit objet de type variableR � T contenant(t �X ◦ s �X) �X∈I ), et on
prouve (voir [1]) queVRel[n] est un modèle catégorique de la logique linéaire propositionnelle.
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3. Le second ordre

Nous allons maintenant interpréter les quantificateurs. Soit� : VRel[n] → VRel[n + 1] le foncteur
d’oubli dont la partie objet est définie par�(T )(X1, . . . ,Xn+1) = T (X1, . . . ,Xn) et�(T )(f1, . . . , fn+1) =
T (f1, . . . , fn) (et de même pour la partie morphisme). Le problème de l’interprétation du second ordre
consiste à montrer que le foncteur� admet un adjoint à droiteT : VRel[n + 1] → VRel[n] (et donc aussi
un adjoint à gauche).

Etant donnéT : In+1 → I un foncteur stablen + 1-aire etX1, . . . ,Xn une suite d’ensembles, on
note TX1,...,Xn le foncteur stable unaire défini parTX1,...,Xn(Y ) = T (X1, . . . ,Xn,Y ) et TX1,...,Xn(f ) =
T (X1, . . . ,Xn,f ).

DÉFINITION 4. – SoitT : In+1 → I un foncteur stable(n+ 1)-aire. Étant donnée(Xi ∈ I)i∈{1,...,n} une
famille d’ensembles, on définit la relation d’équivalence∼T �X sur Ť(TX1,...,Xn) par :(X,a) ∼T �X (Y, b) si il

existe une bijectionσ : X ∼→ Y telle quea = TX1,...,Xn(σ )(b).
On définit latracedeT comme l’opération qui à une famille d’ensembles(Xi ∈ I)i∈{1,...,n} associe le

quotient

T(T )(X1, . . . ,Xn) = Ť(TX1,...,Xn)/∼T �X
.

On montre ensuite que cette opération de trace s’étend en fait aux morphismes (voir [1]) en un foncteur
stableT(T ) : In → I.

PROPOSITION 5. –SoitT : I → I un foncteur stable unaire. Il y a une correspondance canonique et
bijective entre:
(i) les objets de type variableT ,
(ii) les sous-ensembles deT(T ).

Cette correspondance associe à un objett de type variableT sa trace notéeT(t). On peut donc étendreT
en un foncteur deVRel[n + 1] dansVRel[n].

THÉORÈME 6. –Le foncteurT est l’adjoint à droite de�.

Par conséquent, les catégoriesVRel[n] définissent bien unmodèle de la logique linéaire du second ordre.
Sur la base de ce modèle, on construit, d’une part une extension au second ordre LL2(I) du système LL(I)

(voir [2]), et d’autre part une famille de sémantiques dénotationnelles non uniformes de LL2 (voir [1]).

1 Dans le cadre des espaces cohérents, cette définition coïncide avec la composition de Girard.
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