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Résumé Nous considérons dans cette Note, les processus satisfaisant localement une condition de
type Hölder avec un coefficient inconnuγ0. Nous étudions deux familles d’estimateurs pour
γ0 : l’une basée sur la connaissance globale de la trajectoire sur[0, TN ], TN ↗ ∞, et la
deuxième fondée surn observations échantillonnées aux tempsiδn aveci = 0, . . . , n− 1,
δn → 0 et nδn → ∞ pour n→ ∞. Nous donnons les vitesses de convergence presque
sûre pour ces deux familles distinctes. Pour citer cet article : D. Blanke, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 334 (2002) 145–148. 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

Estimation of the local regularity index of a sample path

Abstract In this Note, we consider processes that satisfied a local Hölder condition with unknown
coefficientγ0. We study two families of estimators forγ0: the first one based upon the whole
sample path over[0, TN ], TN ↗ ∞, and the second one constructed withn observations
at sampling rateδn, δn → 0 andnδn → ∞ asn→ ∞. For the almost sure convergence,
we give the rates for these two families. To cite this article: D. Blanke, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 334 (2002) 145–148. 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

1. Introduction et notations

Soit {Xt, t ∈ R} un processus réel, séparable et mesurable dont les trajectoires satisfont localement une
condition de type Hölder :

lim sup
δ↘0

sup
t1�t�t2−δ

sup
0�s�δ

|Xt+s −Xt |/sγ L(s)� 1, 0 � t1< t2, (1.1)

où 0< γ � 1 et L(·) est une fonction à variation lente. Notre but est alors d’estimerγ0 avec γ0 =
sup{γ, γ ∈ �} où� est l’ensemble desγ vérifiant (1.1).

Dans le cas Gaussien, les estimateurs fondés sur les accroissements et les variations quadratiques
généralisées ont fait l’objet de nombreuses études, voir par exemple Constantine et Hall [3], Istas et
Lang [5], Peltier et Levy-Vehel [6], Taylor et Taylor [8]. D’autres types d’estimateurs ont également été
utilisés notamment par Philippe et Thilly [7].
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Dans cette Note, nous nous plaçons dans un cadre beaucoup plus général (qui inclut les processus
Gaussiens) et nous étudions le comportement presque sûr de nos estimateurs. Deux grandes familles sont
abordées : soit la trajectoire est observée globalement sur[0, TN ] où (TN ) est une suite de réels tels que
TN ↗ ∞, TN+1 − TN � a > 0, N � 1, aveca constante ; soit on dispose den observations discrétisées
X0, . . . ,X(n−1)δn où δn est le pas d’échantillonnage tel queδn → 0, nδn → ∞ quandn→ ∞ (c’est-à-dire
que les observations sont fréquentes et disponibles sur une longue durée). Dans la section suivante, nous
donnons les comportements asymptotiques obtenus pour la première famille d’estimateurs ; le cas discrétisé
est présenté dans la section 3. La section 4 compare et discute les résultats obtenus.

2. Le cas continu

Supposons tout d’abord que la trajectoire est observée globalement sur[0, TN ], et considérons la
statistique :

S
(k)
TN ,�
(γ0)= 1

TN − �δTN

∫ TN−�δTN
0

∣∣∣∣Xt+�δTN −Xt
(�δTN )

γ0

∣∣∣∣k dt,

oùk ∈ [1,∞[, � ∈ R, sont des nombres donnés etδTN → 0 quandTN ↗ ∞.
Pour obtenir des résultats asymptotiques, nous utilisons le coefficient de forte mélangeance classique

défini par :αX(u) = supt∈R supA∈σ(Xs, s�t )
B∈σ(Xs, s�t+u)

∣∣P(A ∩ B)− P(A)P(B)|, u� 0. Rappelons que(Xt ) est dit

géométriquement fortement mélangeant (GFM) s’il existe des constantesc > 0 et 0� ρ < 1 telles que
αX(j)� cρj , j > 0.

THÉORÈME 1. –Si {Xt, t ∈ R} est un processus GFM vérifiant

∃δ0> 0, ∃a > 0, ∀δ � δ0, sup
t∈R+

E
(
exp
(
a δ−γ0|Xt+δ −Xt |

))
�M <∞, (2.1)

alors, nous obtenons pour une constante positiveC1

lim sup
TN↗∞

√
TN/ lnTN

∣∣S(k)TN ,�(γ0)− ES(k)TN ,�(γ0)
∣∣� C1 p.s. (2.2)

La constanteC1 est compliquée mais explicite, elle dépend des valeurs deM, ρ, αX , k. La condition
locale (1.1) est vérifiée sous l’hypothèse (2.1) (Csáki and Csörgő [4]). De plus, si T �→ ZT :=
(1/(

√
T lnT ))

∫ T−�δT
0

∣∣Xt+�δT −Xt
(�δT )

γ0

∣∣k dt est p.s. à trajectoires uniformément continues surR
+, alors d’après

une version du lemme de Borel–Cantelli en temps continu (voir Bosq [2]) le résultat (2.2) reste vrai avec
TN remplacé parT . Pour l’étude du terme de biais, nous avons :

LEMME 1. –Supposons: ∃δ0> 0, ∀δ � δ0, ∀v � 0, E|Xv+δ −Xv|k = δkγ0m
(k)
v,δ

avec 1
TN−�δTN

∫ TN−�δTN
0 m

(k)
v,�δTN

dv =mk +R(k)TN (�δTN ),
(1) si de plusR(k)TN (δTN )→ 0 quandTN ↗ ∞, alors limTN↗∞(ES(k)TN ,�(γ0)−mk)= 0,

(2) si limTN↗∞ δ−β0
TN
R
(k)
TN
(δTN )= bk (β0> 0, bk > 0), alors limTN↗∞ δ−β0

TN
(ES(k)TN ,�(γ0)−mk)= bk�β0.

Les hypothèses du lemme 1(1) sont notamment satisfaites pour des processus à accroissements
stationnaires dès que E|Xu − X0|k/ukγ0 → mk, u→ 0. L’ensemble de ces résultats nous permettent de
considérer un premier type d’estimateurs pourγ0 :

γ̃
(�,k)
0,TN

= ln

(
1

TN − �δTN

∫ TN−�δTN
0

|Xv+�δTN −Xv |k dv

)/
k ln(�δTN ). (2.3)

La décompositioñγ (�,k)0,TN = γ0 + (lnS(k)TN ,�(γ0)/k ln(�δTN )) et les résultats précédents conduisent au
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THÉORÈME 2. –Sous les hypothèses du théorème1 et du lemme1(1), nous obtenons

lim
TN↗∞ ln

(
δ−kTN
)(
γ0 − γ̃ (�,k)0,TN

)= ln(mk) p.s.

La vitesse de convergence obtenue indique que cet estimateur ne pourra être performant que pour de très
petites valeurs deδTN . Néanmoins, il apparaît comme relativement robuste car sa construction ne dépend

pas de paramètres inconnus. De plus, la vitesse de convergence de la statistiqueS
(k)
TN ,�
(γ0) n’intervenant pas,

la condition (2.1) peut être assouplie en conséquence. Des estimateurs plus élaborés peuvent également être
recherchés sous la forme :

γ̂
(�1,�2,k)
0,TN

= (ln(�2δTN )γ̃ (�2,k)0,TN
− ln(�1δTN )γ̃

(�1,k)
0,TN

)
/ ln(�2/�1). (2.4)

THÉORÈME 3. –Sous les hypothèses du théorème1 et du lemme1(2), et pour tout choixδTN → 0 tel

queδTN = o((lnTN/TN)1/(2β0)), lim supTN↗∞
√
TN/ lnTN(γ̂

(�1,�2,k)
0,TN − γ0)� 2C1/(kmk ln(�2/�1)) p.s.

3. Le cas discrétisé

Considérons maintenant le cas où l’on dispose den observations discrétiséesXiδn , pouri = 0, . . . , n−1,
avec les conditionsδn → 0, nδn → ∞. La statistique d’intérêt se présente maintenant sous la forme :

S
(k)
n,�(γ0)= 1

n(�δn)kγ0

n−�∑
i=0

|X(i+�)δn −Xiδn |k,

où k ∈ [1,∞[ et � ∈ N (1 � � < n) sont des nombres donnés. De manière équivalente à la section
précédente, nous obtenons successivement :

THÉORÈME 4. –Soit{Xt, t ∈ R} un processus GFM vérifiant la condition(2.1)et sinδn/(lnn)2k+3 →
∞ quandn→ ∞, on obtient pour une constante positiveC2,

lim sup
n→∞

√
nδn/ lnn

∣∣S(k)n,�(γ0)− ES(k)n,�(γ0)
∣∣� C2 p.s.

LEMME 2. –Supposons: ∃δ0> 0, ∀δ � δ0, ∀v � 0, E|Xv+δ −Xv|k = δkγ0m
(k)
v,δ

avec1
n

∑n−�
i=0 m

(k)
iδn,�δn

=mk +R(k)n (�δn),
(1) si de plusR(k)n (δn)→ 0 quandn→ ∞, alors limn→∞

(
ES(k)n,�(γ0)−mk

)= 0,

(2) si limn→∞ δ−β0
n R

(k)
n (δn)= bk (β0> 0, bk > 0), alors limn→∞ δ−β0

n (ES(k)n,�(γ0)−mk)= bk�β0.

Considérons les estimateurs définis par (2.3) et (2.4) sous une forme discrétisée :

γ̃
(�,k)
0,n = ln

(
1

n

n−�∑
i=0

|X(i+�)δn −Xiδn |k
)/

k ln(�δn) (3.1)

γ̂
(�1,�2,k)
0,n = (ln(�2δn)γ̃ (�2,k)0,n − ln(�1δn)γ̃

(�1,k)
0,n

)
/ ln(�2/�1). (3.2)

THÉORÈME 5. –
(1) Sous les conditions du théorème4 et du lemme2(1),

lim
n→∞ ln

(
δ−kn
)(
γ0 − γ̃ (�,k)0,n

)= ln(mk) p.s.
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(2) Sous les conditions du théorème4 et du lemme2(2), avec le choixδn = (lnn/n)1/(2β0+1),

lim sup
n→∞

(n/ lnn)β0/(2β0+1)(γ̂ (�1,�2,k)0,n − γ0
)
�
(
2C1 + |bk|

(
�
β0
1 + �β0

2

))
/kmk ln(�2/�1) p.s.

4. Discussion

Les résultats de la section 3 sont établis dans Blanke [1]. De plus, les estimateurs définis par la
relation (3.2) étant particulièrement sensibles à la valeur deβ0, un estimateur de ce paramètre y est
proposé et étudié. De même, des simulations permettent de comparer le comportement de l’ensemble
de ces estimateurs. Les résultats de la section 2 sont nouveaux mais découlent des mêmes techniques
de démonstration. Enfin, des exemples de processus satisfaisant les hypothèses de cette Note se trouvent
détaillés dans le même article.

Les résultats précédents nous montre que la connaissance globale de la trajectoire sur[0, TN ] apporte
beaucoup plus d’informations que dans le cas discrétisé, ce qui améliore le comportement général des
estimateurs. Par exemple, selon le théorème 5(1), la conditionnδn → +∞ implique que la vitesse de
convergence ln(δ−1

n ) est simplement de l’ordre de(lnn)−1 ! Parallèlement, en temps continu (théorème 2),
le choix deδTN étant libre, la vitesse de convergence peut être optimisée en conséquence. Pour les mêmes
raisons et avecδTN suffisamment petit, les estimateurs du type (2.4) seront moins sensibles au choix deβ0
que ceux donnés par la relation (3.2). Néanmoins, le cas discrétisé conserve l’avantage de s’appliquer à un
plus grand nombre de situations pratiques.
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