
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 135–138

Probabilités/Probability Theory

Absolue continuité des lois jointes des intégrales
stables multiples
Jean-Christophe Breton

Laboratoire de statistique et probabilités, Bât. M2, FRE-CNRS 2222, Université des sciences et technologies de
Lille, 59655 Villeneuve d’Ascq cedex, France

Reçu le 19 octobre 2001 ; accepté après révision le 1er décembre 2001

Note présentée par Marc Yor.

Résumé On s’intéresse aux lois des intégrales stochastiques stables multiples définies par des
représentations en séries de type LePage (voir [1,6]). On poursuit l’étude initiée dans [1]
en donnant des conditions pour que les lois jointes d’intégrales stables soient absolument
continues. On applique pour cela une méthode de stratification sur l’espace de Skorokhod
sur lequel on se ramène préalablement. Pour citer cet article : J.-C. Breton, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 334 (2002) 135–138. 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

Absolute continuity of joint laws of multiple stable integrals

Abstract We are interested in the laws of multiple stable stochastic integrals defined by LePage series
representation (see [1,6]). We continue the study begun in [1] giving conditions ensuring
absolute continuity of joint laws of stable integrals. To this way, we apply a stratification
method on the Skorokhod space on which we first take back the problem. To cite this article:
J.-C. Breton, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 135–138. 2002 Académie des
sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Introduction

On considère sur l’espace de probabilité(�,F ,P), M une mesure aléatoireα-stable sur([0,1],B([0,1]),
λ) de mesure de contrôle la mesure de Lebesgueλ, de fonction de biaisβ : [0,1] → [−1,1] selon la ter-
minologie de [7], § 3. On s’intéresse ici aux intégralesα-stablesd-multiples dont la construction a été
décrite dans [1]. Le but est de poursuivre l’étude de [1] où on a prouvé l’absolue continuité des lois de ces
intégrales en considérant maintenant le cas des lois jointes de ces intégrales. Rappelons que d’après [1], on
définit l’intégraleα-stabled-multipleId(f ) pour

f ∈ Lα(log+)d−1([0,1]d) :=
{
f : [0,1]d → R mesurable

∣∣∣ ∫
[0,1]d

|f |α(1+ log+ |f |)d−1 dλd <+∞
}
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avec l’hypothèseβ ≡ 0 quandα � 1 ; pour cela, on passe par une représentation de LePage

Sd(f )= Cd/α
α

∑
i1,...,id>0

γi1 · · ·γid �−1/α
i1

· · ·�−1/α
id

f (Vi1, . . . , Vid ),

où {�i}i est une suite de v.a. de loi gamma indépendante des suites(Vi)i de v.a.i.i.d. uniforme sur[0,1]
et (γi)i de loi conditionnelle par rapport àVi donnée par12(1 + β(Vi)) δ{1} + 1

2(1 − β(Vi)) δ{−1} et Cα

est une constante de normalisation. On a alorsId(f )
L= Sd(f ). On considère dans la suite, pourp � 1,

d1, . . . , dp ∈ N
∗, la loi jointe de(Id1(f1), . . . , Idp (fp)) où fi ∈ Lα(log+)di−1([0,1]di ). On propose une

condition (H) sur les noyauxfi qui garantit l’absolue continuité. La preuve suit la même idée générale que
dans [1] où on applique la méthode de stratification (voir [3,5] pour une description). On commence par
préciser les notations et énoncer le résultat, on termine avec des exemples concrets où (H) est satisfaite.

2. Résultat

SoientN = d1 + · · · + dp, ai = (ai0, . . . , a
i
p) ∈ N

p+1 une (p + 1)-partition de di . Pour b ∈ N
p ,

considérons l’ensemble

E(b)=
{
a = (a1, . . . , ap

) ∈ (Np
)p+1

∣∣∣ ∣∣ai∣∣= di,

p∑
i=1

aik = bk pourk = 1, . . . , p

}
.

Pour a ∈ (Np)p+1, considéronsMa la matrice (aij )1�i,j�p , σa la permutation de{1, . . . ,N} qui à

j =∑k−1
u=1 bu+∑i−1

s=1as,k+ l, l = 1, . . . , ai,k associeσa(j)=∑i−1
v=1di+

∑k−1
s=1 ai,s + l etUa le changement

de variable correspondant. Étant donnéφ(t)= f1(t1, . . . , tN1) · · ·fp(tNp−1+1, . . . , tNp ), on note

φb(t)=
∑

a∈E(b)

p∏
i=1

di !
ai0! · · ·aip! detMa φ

(
Ua(t)

)
,

et φ̄b la symétrisée deφb dans les blocs(b1 + · · · + bi + 1, . . . , b1 + · · · + bi+1). Le résultat est alors :

THÉORÈME 1. – Soient fi ∈ Lα(log+)di−1([0,1]di ), i = 1, . . . , p, satisfaisant l’hypothèse (H) :

il existe b = (b1, . . . , bp) ∈ N
p, |b| =N, avec φ̄b non presque partout nulle sur [0,1]N.

Alors la loi jointe de (Id1(f1), . . . , Idp (fp)) est absolument continue par rapport à λp .

L’hypothèse (H) est à rapprocher de celle analogue du théorème 5 de [4] pour l’absolue continuité des
lois jointes des intégrales de Wiener–Itô. La preuve détaillée est donnée dans [2], on en donne dans la suite
une esquisse.

Démonstration. – D’après le résultat de représentation des intégrales stables (cf. [1,6]), il est facile de

voir que (Sd1(f1), . . . , Sdp(fp))
L= (Id1(f1), . . . , Idp (fp)). De la même façon que dans [1], on introduit

F = (F1, . . . ,Fp) de l’espace de SkorokhodD des fonctionscadlag sur[0,1] dansRp :

Fi(x)=
∑

t1,...,tdi >0

δx(t1) · · ·δx(tdi ) fi(t1, . . . , tdi ),

où δx(t) = x(t) − x(t−) désigne le saut dex en t . Soit η le processus stable, de loiP , donné par
ηt = M([0, t]), on a facilement, en utilisant le théorème de représentation dans le cas unidimensionnel,
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F(η)
L= (Sd1(f1), . . . , Sdp (fp)). On se ramène donc à étudierPF−1. Par approximation, il suffit de trouver

pour toutε > 0, Xε ∈ B(D) tel queP(Xε) � 1 − ε et PXε
F−1 � λp . Pour cela, on considère un point

de Lebesgue de l’ensemble de mesure positiveAφ̄b
= {x ∈ R

N | φ̄b(x) �= 0} où b est donné par (H). Pour
ε > 0, il existe un voisinageVε = Uε

1 × · · · ×Uε
N avec les propriétés

λN(Vε ∩Aφ̄b
)

λN(Vε)
� 1− ε, Uε

i ∩Uε
j = ∅, i /∈ j.

On montre alors queXε , l’ensemble desx avec un unique saut maximal sur chaqueUε
i enTUε

i
(x) avec de

plusTε(x) := (TUε
1
(x), . . . , TUε

N
(x)) ∈ Aφ̄b

, vérifieP(Xε) � 1 − ε. Pour voir maintenantPXε
F−1 � λp ,

il suffit, par séparabilité, pourx ∈ Xε fixé de trouver un voisinageV (x) tel quePV (x)F−1 � λp . On
appliquera pour cela la méthode de stratification sur ce voisinage. Soit doncx ∈ Xε fixé, notonsti = TUε

i
(x),

t ′i l’instant du second plus grand saut dex surUε
i pour i = 1, . . . ,N , et ε0 = 1

2 mini=1,...,N |δx(ti)|. Par
finitude du nombre de sauts dex en module supérieur àε0/2, on choisitδ1 > 0 tel queti soit le seul instant
de.′

i = (ti − δ1, ti + δ1)⊂Uε
i d’un saut de module supérieur àε0/2. Soient alors

ε0/2< ε1 < ε2 < · · ·< εp < ε0 ;
δ2 <

1

4
min
{
ε0,2δ1, inf

i=1,...,N

{∣∣δx(ti)∣∣− ∣∣δx(t ′i)∣∣},2ε1 − ε0

}
;

β = δ1 − δ2 ;
.i = (ti − β, ti + β)⊂.′

i ⊂Uε
i .

On associe à ces quantités un ouvertV (x) et on introduit la famille de transformations{Gc}c∈(R+)p
qui permet de mettre en place la méthode de stratification : on considèrep champs locauxl1, . . . , lp

définis comme dans [5], § 21, avec pourli , les paramètresεi > 0, les entiersbi , les intervalles.i
j =

.b1+···+bi−1+j pourj = 1, . . . , bi et τ ij du signe deδx(ti ) de module constantτ > 0. On définit alors la
famille donnée par

Gcx = x + c1 l
1
x + · · · + cp l

p
x , c = (c1, . . . , cp).

On vérifie facilement que ce semi-groupe est admissible au sens de [5], § 4 (i.e.∀c PG−1
c � P ). On

définit alors une relation d’équivalence∼ surV (x) parx1 ∼ x2 si et seulement s’il existec1, c2 ∈ (R+)p
avecGc1x1 = Gc2x2. Soit� la partition en stratesγ = {x +∑p

i=1 ci l
i
x, (c1, . . . , cp) ∈ (R+)p}, associée.

On montre que le théorème 4.1 de [5] s’applique, on a donc l’existence pourP�-presque chaqueγ d’une
mesure conditionnellePγ , concentrée sur la strateγ et admettant une densité. On a alors la formule :

PV (x)F
−1 =

∫
V (x)/�

Pγ F
−1 P�(dγ ).

Pour montrerPV (x)F−1 � λp , il suffit maintenant de voir que pourP�-presque chaqueγ avec une trace sur
le voisinageV (x), on aPγ F−1 � λp . CommePγ est concentrée sur la strateγ et est absolument continue
par rapport àλ, on se ramène à l’étude des restrictionsFγ deF sur les traces de stratesγ . Fγ : R

p → R
p

est donnée par

Fγ (c)= (F1,γ (c), . . . ,Fp,γ (c)
)= F

(
x + c1 l

1
x + · · · + cp l

p
x

)
, c= (c1, . . . , cp).

On montre queFγ est non dégénérée en calculant son jacobienJγ (c). C’est un polynôme à plusieurs
indéterminées dont on montre la non nullité en en étudiant le coefficientAγ,b associé àb donné par la
condition (H). On a
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Aγ,b =
∑

a∈E(b)

(
p∏
i=1

di !
ai0! · · ·aip!

)
detMa

p∏
i=1

∑
tNi−1+1,...,tNi

ki0∏
j=ki−1

p +1

δx(tj )

×
ki1∏

j=ki0+1

ω1
x(tj ) · · ·

kip∏
j=ki

p−1+1

ωp
x (tj ) fi(tNi−1+1, . . . , tNi ),

où ωi est associé àli par ωi
x(t) = τ ij si t ∈ .i

j , |δx(t)| > εi, et δx(t) τ ij > 0, ωi
x(t) = 0 sinon. On

montre finalementAγ,b �= 0, pourγ avec une trace surV (x), en étudiant les sauts d’un représentant de
la classe d’équivalenceγ . Le choix du voisinageV (x) garantit effectivementAγ,b �= 0. On en déduit
la non-dégénérescence deFγ et doncPγ F−1 � λp puisPV (x)F−1 � λp . Finalement les procédures de
localisation, approximation et représentation mènent à l’absolue continuité deL(Id1(fd1), . . . , Idp (fdp)).

Exemples. – On donne quelques exemples où la condition suffisante (H) du théorème 1 est satisfaite.
(1) Casp = 1, d1 = 1 avecb = 1 : on aE(b)= {1} et σ1 = id et φ̄(t) = φ(t) = f (t). La condition (H)

est vérifiée sif �≡ 0. Réciproquement, sinon,Id(f ) est de loi dégénérée.
(2) Casp > 1, d1 = · · · = dp = 1 avecb = (1, . . . ,1) : on aE(b) = {a = (ai,j )1�i,j�p |∑p

j=1 ai,j =
1 ∀i, ∑p

i=1 ai,j = 1 ∀j }. On montre que (H) est vérifiée si det{fi(tj )} �= 0. Réciproquement, pour le cas
particulierp = 3 et f3 = f1 + f2, on constate que det{fi(tj )} = 0 : (H) n’est pas vérifiée et la loi de
(I1(f1), I1(f2), I1(f3)) est concentrée sur le plan d’équationx + y − z= 0, négligeable pourλ3.

(3) Casp = 1, d1 = d > 1 avecb = d : on a facilementE(b)= {d}, σd = id et φ̄(t)= φ(t) = f (t) carf
est symétrique. On retrouve le résultat de [1] : (H) est vérifiée sif �≡ 0. Sinon la loi est dégénérée.

(4) Casp = 2, d1 = d2 = 2 avecb = (2,2) : on montre que (H) est vérifiée s’il n’existe pas de réels
c1, c2 tels quec1f1 = c2f2. Réciproquement, sinon la loi jointe est dégénérée.

(5) Casp = 2, d1 = 1, d2 = d avecb = (1, d). La condition (H) s’écrit

f1(t1)f2(t2, t3, . . . , td+1) �≡ 1

d

d+1∑
i=2

f1(ti ) f2(t2, . . . , td+1)︸ ︷︷ ︸
avect1 en ième position

.

(6) Casp = 3, d1 = 1, d2 = 1, d3 = 2 avecb = (1,1,2) : la condition (H) s’écrit

Sbφb(t)=
∣∣∣∣∣
f1(t1) f2(t1) f3(t1, t4)

f1(t2) f2(t2) f3(t2, t4)

f1(t3) f2(t3) f3(t3, t4)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
f1(t1) f2(t1) f3(t1, t3)

f1(t2) f2(t2) f3(t2, t3)

f1(t4) f2(t4) f3(t4, t3)

∣∣∣∣∣ �≡ 0.
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