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Résumé Boudabbous et Cherif [1] ont montré que l’opérateur clôture transitive est reconstructible
au sens de Fraïssé et au sens de Ulam. Nous examinons le problème analogue en termes de
demi-reconstruction.Pour citer cet article : I. Boudabbous, J. Dammak, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 334 (2002) 257–260.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

Half-reconstruction of the operator transitive closure

Abstract Boudabbous and Cherif [1] showed that the operator transitive closure is reconstructible
in the sense of Fraïssé and of Ulam. We examine the analagous problem in the terms of
half-reconstruction.To cite this article: I. Boudabbous, J. Dammak, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 334 (2002) 257–260.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques
et médicales Elsevier SAS

1. Introduction

Étant donné un ensembleE, unerelation binaire et irréflexiveR de baseE est une application deE×E

dans{+,−} telle que pour toutx ∈ E, R(x, x) = −. Dans la suite, nous considérons uniquement des
relations binaires et irréflexives de base finie. Pour toute partieX deE, la restrictionde la relationR àX,
notéeR|X , est la relation de baseX définie par : pour tousx, y ∈X, (R|X)(x, y)=R(x, y).

SoitR une relation de baseE, la clôture transitivedeR est la relation, notéect(R), de baseE définie
par : pour tousx 	= y ∈ E, ct(R)(x, y)= + s’il existe des élémentsx0 = x, x1, . . . , xn = y deE tels que
R(xi, xi+1) = + pour touti ∈ {0,1, . . . , n − 1}. À chaque relationR de baseE est associée sa relation
duale, notéeR∗, de baseE définie comme suit : pour tousx, y ∈ E, R∗(x, y)= R(y, x). Une relation est
hémimorpheàR si elle est isomorphe àR ou àR∗.

Étant donné un entierk � 1, deux relationsR et R′ de même baseE sont k-hypomorphes modulo
l’opérateur clôture transitive, noté(modct), (resp.k-hémimorphes(modct)) lorsque pour toute partieX
de E telle que|X| � k, les restrictionsct(R|X) et ct(R′|X) sont isomorphes (resp. hémimorphes). Une
relation R est k-reconstructible(mod ct) (resp. k-demi-reconstructible (modct)) lorsque pour toute
relationR′, siR etR′ sontk-hypomorphes (modct) (resp.k-hémimorphes (modct)), alorsct(R) et ct(R′)
sont isomorphes (resp. hémimorphes). Par analogie avec les problèmes de reconstruction dus à Ulam [5] et
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Fraïssé [2], O. Echi a posé le problème suivant de reconstruction de l’opérateur clôture transitive. Existe-
t-il un entierk � 1 pour lequel toutes les relations sontk-reconstructibles (modct). En [1], Boudabbous et
Cherif ont apporté une réponse positive en montrant que l’entierk = 4 convient.

Suite à ce résultat, Boudabbous a posé le problème analogue dedemi-reconstruction de l’opérateur
clôture transitive. Plus précisément, existe-t-il un entierk � 1 pour lequel toutes les relations sontk-demi-
reconstructibles (modct).

Dans un premier temps, une réponse positive est apportée dans le cas des relations connexes orientées et
dans le cas des relations indécomposables, définies comme suit. Une relationR de baseE estconnexe
orientée lorsque pour tousx 	= y ∈ E, il existe des élémentsx0 = x, . . . , xk = y de E tels que pour
i ∈ {0, . . . , k − 1}, R(xi, xi+1) 	= R(xi+1, xi). Par ailleurs, une partieX de la baseE d’une relationR
est unintervalle deR (voir Fraïssé [3]) lorsque pour tousa, b ∈ X et x ∈ E − X, R(a, x) = R(b, x) et
R(x, a)=R(x, b). Par exemple,φ, {x} (x ∈E) etE sont des intervalles deR, appelés intervallestriviaux.
Une relation, dont tous les intervalles sont triviaux, estindécomposable.

THÉORÈME 1. –Les relations binaires, irréflexives, connexes orientées et de base finie sont5-demi-
reconstructibles(modct).

THÉORÈME 2. –Les relations binaires, irréflexives, indécomposables et de base finie sont6-demi-
reconstructibles(modct).

Ces deux résultats permettent ensuite de conclure dans le cas général.

THÉORÈME 3. –Les relations binaires, irréflexives et de base finie sont8-demi-reconstructibles
(modct).

Enfin, on peut vérifier que les seuils 5 et 8 respectivement dans les Théorèmes 1 et 3 sont optimaux. Par
contre, nous ne savons pas si les relations indécomposables sontk-demi-reconstructibles (modct), pour un
entierk < 6.

2. Préliminaires

À toutes relations R et R′ 2-hémimorphes (modct), de même baseE, est associée larelation de différence
DR,R′ (Lopez [4]) définie surE de la façon suivante : pour tousx 	= y ∈ E, DR,R′(x, y) = + lorsqu’il
existe des élémentsx0 = x, . . . , xk = y deE tels que pouri ∈ {0, . . . , k − 1}, R(xi, xi+1) 	= R′(xi, xi+1).
La relationDR,R′ est une relation d’équivalence dont les classes sont appeléesclasses de différencedeR
et deR′.

Dans le paragraphe précédent, nous avons défini les relations connexes orientées, ce qui nous permet
de définir les composantes connexes orientées comme suit. Étant donnée une relationR de baseE, une
partieX deE, maximale pour l’inclusion telle queR|X est connexe orientée, est unecomposante connexe
orientéedeR. Nous utilisons aussi les relations connexes et fortement connexes. Une relationR de baseE
estconnexe(resp.fortement connexe) si pour tousx 	= y ∈E, il existe des élémentsx0 = x, . . . , xk = y de
E tels que pouri ∈ {0, . . . , k− 1},R(xi, xi+1)= + ouR(xi+1, xi)= + (resp.R(xi, xi+1)= +). De même,
une partieX deE, maximale pour l’inclusion telle queR|X est connexe (resp. fortement connexe), est une
composante connexe(resp.fortement connexe) deR.

3. Démonstration du Théorème 1

Dans les trois propositions suivantesR etR′ désignent des relations 5-hémimorphes (modct).

PROPOSITION 1. –Si C est une classe de différence deR et deR′, alors ct(R′/C) et ct(R∗/C) sont
isomorphes.

Afin d’énoncer la deuxième proposition, remarquons que pour toute classe de différenceC de R et
deR′, commeR|C est connexe orientée, il existe une unique composante connexe orientéeO(C) deR
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qui contientC. Par ailleurs, rappelons qu’une relationR de baseE est complètelorsque pour tous
x 	= y ∈ E, R(x, y) = +. Autrement dit, une relation est fortement connexe si et seulement si sa clôture
transitive est complète. Rappelons, enfin qu’une relationR de baseE est un ordre total lorsque pour
tous x 	= y ∈ E, R(x, y) 	= R(y, x) et lorsque pour tousx, y, z ∈ E, si R(x, y) = R(y, z) = +, alors
R(x, z)= +.

PROPOSITION 2. –SiC est une classe de différence deR et deR′ telle queC 	= O(C), alors ou bien
ct(R/C) et ct(R′/C) sont complètes ou bien ct(R/C) et ct(R′/C) sont des ordres totaux. Il s’ensuit que
ct(R/C),ct(R∗/C) et ct(R′/C) sont isomorphes.

Le résultat suivant, dont découle immédiatement le Théorème 1, s’obtient à partir des Propositions 1 et 2.

PROPOSITION 3. –Si pour toute classe de différenceC deR et deR′,C 	=O(C), alors ct(R) et ct(R′)
sont isomorphes.

De plus, pour établir cette proposition, on utilise, par une méthode de recollement, le lemme suivant :

LEMME 1. –Étant données des relationsR et R′ 4-hémimorphes(mod ct). Si C est une classe de
différence deR et deR′ telle queC 	=O(C), alorsC est un intervalle deR et deR′.

4. Démonstration du Théorème 2

En fait, l’indécomposabilité nous permet d’obtenir le résultat suivant qui renforce de façon significative
le Théorème 2.

THÉORÈME 4. –SoientR etR′ des relations6-hémimorphes(modct), siR est indécomposable, alors
ct(R′)= ct(R) ou ct(R′)= ct(R∗).

Tout d’abord on vérifie que la 6-hémimorphie (modct) préserve la forte connexité.

PROPOSITION 4. –Deux relations6-hémimorphes(mod ct) ont les mêmes composantes fortement
connexes.

Dans la suite de ce paragraphe,R etR′ désignent des relations 6-hémimorphes (modct) de même baseE.
Le Théorème 4 découle alors des quatre résultats suivants puisqu’ils permettent de montrer que, quitte à
échangerR et R∗, pour tousx 	= y ∈ E, si x et y n’appartiennent pas à la même composante fortement
connexe deR, alorsR|{x,y} =R′|{x,y}.

PROPOSITION 5. –SiR est indécomposable, alors pour toute composante connexe orientéeD deR, ou
bienR′|D =R|D ou bienR′|D =R∗|D .

Afin d’énoncer les trois lemmes suivants, nous utilisons les définitions suivantes : étant donnés des
éléments distinctsx et y deE, {x, y} est orientéesi R(x, y) 	= R(y, x), {x, y} est pleinesi R(x, y) =
R(y, x)= + et {x, y} estvidesi R(x, y)=R(y, x)= −.

LEMME 2. –SoitX = {a, b, c, d} une partie à4 éléments deE telle queR(a, b)=R′(a, b) etR(c, d) 	=
R′(c, d). Si {a, b} et {c, d} sont les seules paires orientées deX et si{a, c} est pleine, alors{b, c} ou {a, d}
est pleine.

LEMME 3. –Soit X = {a, b, c, d, e} une partie à5 éléments deE telle queR(a, b) = R′(a, b) et
R(d, e) 	=R′(d, e). Si {a, b} et {d, e} sont les seules paires orientées deX et si{a, c} et {c, d} sont pleines,
alors l’une des paires{b, c}, {c, e}, {b, d} ou {a, e} est pleine.

LEMME 4. –Étant donnée une composante fortement connexeD deR, telle que|D| > 1, considérons
des élémentsa, b deD et des éléments distinctsc, d deE −D tels que{a, c} et {b, d} sont orientées. Si
R(a, c)=R′(a, c) (resp.R∗(a, c)=R′(a, c)), alorsR(b, d)=R′(b, d) (resp.R∗(b, d)=R′(b, d)).
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5. Démonstration du Théorème 3

Nous utilisons les relations particulières suivantes. Les relationsP,Q etD sont définies sur{a, b, c} par :
P−1({+}) = {(a, c), (b, c)}, Q−1({+}) = {(a, c), (b, c), (a, b), (b, a)},D−1({+}) = {(a, b), (b, c), (c, b)}.
Enfin,δ est la relation définie sur{a, b, c, d} par :δ−1({+})= {(a, b), (b, c), (c, a)}∪{(x, d); x ∈ {a, b, c}}.
Par commodité, l’ensemble ayant pour élémentsP, P ∗, Q, Q∗, D, D∗, δ etδ∗, considérés à isomorphie
près, est notéM. En outre,M désigne la classe des relationsR de baseE telles que pour toute partieX
deE, R|X /∈M.

Tout d’abord remarquons que le résultat suivant découle de la preuve du théorème de Boudabbous et
Cherif [1] concernant la 4-reconstruction (modct) des relations.

COROLLAIRE 1. –Considérons des relationsR et R′ 4-hémimorphes(mod ct) de même baseE.
Supposons, en outre queR et R′ sont 3-hypomorphes(mod ct) et que pour toute partieX de E telle
que |X| = 4, R|X et R′|X sont isomorphes dès queR|X ∈ M ou R′|X ∈ M. Sous ces hypothèses, ct(R) et
ct(R′) sont isomorphes.

Dans la preuve du Théorème 3, nous utilisons la proposition suivante qui découle de la Proposition 4 et
du Lemme 4.

PROPOSITION 6. –SoientR et R′ des relations6-hémimorphes(mod ct), pour toute composante
connexeC deR, ct(R|C) et ct(R′|C) sont hémimorphes.

Esquisse de la preuve du théorème3. – Considérons des relationsR etR′ 8-hémimorphes (modct). Par
la Proposition 6, on peut supposer queR admet plusieurs composantes connexesC1, . . . ,Ck . Puisque
C1, . . . ,Ck sont aussi des composantes connexes dect(R) et de ct(R′), il suffit de montrer que ou
bien pouri ∈ {1, . . . , k}, ct(R|Ci ) et ct(R′|Ci

) sont isomorphes ou bien pouri ∈ {1, . . . , k}, ct(R∗|Ci
) et

ct(R′|Ci
) sont isomorphes. NotonsI l’ensemble desi ∈ {1, . . . , k} tels queR|Ci ∈ M. Pour touti ∈ I ,

comme d’une partR|Ci et R′|Ci
et d’autre partR∗|Ci

et R′|Ci
vérifient les hypothèses du Corollaire 1,

ct(R|Ci ), ct(R∗|Ci
) et ct(R′|Ci

) sont isomorphes. En utilisant, aussi la Proposition 6, on peut donc supposer

que |{1, . . . , k} − I | � 2. Étant donnéi ∈ {1, . . . , k} − I , considérons une partieX de Ci telle que
R|X ∈ M. Quitte à échangerR et R∗, on peut supposer queR|X et R′|X sont isomorphes. Pour tout
j 	= i ∈ {1, . . . , k} − I et pour toute partieY deCj telle queR|Y ∈ M, commect(R|X∪Y ) et ct(R′|X∪Y )
sont hémimorphes,R|Y et R′|Y sont isomorphes. Il découle alors du corollaire 1 quect(R|Cj ) et ct(R′|Cj

)

sont isomorphes. En échangeant dans ce qui procèdei et j , on obtient aussi l’isomorphie entrect(R|Ci ) et
ct(R′|Ci

), ce qui permet de conclure.
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