
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 563–567

Équations aux dérivées partielles/Partial Differential Equations

Sur un théorème de Cauchy–Kowalewski–Nagumo
global

Daniel Gourdin a, Mustapha Mechabb

a UFR 920, Université Paris 6, 4, place Jussieu, 75252 Paris cedex 05, France
b Laboratoire de mathématiques, Université Djilali Liabès, BP 89, 22000 Sidi Bel Abbès, Algérie

Reçu le 23 avril 2001 ; accepté après révision le 7 janvier 2002

Note présentée par Yvonne Choquet-Bruhat.

Résumé Dans cette Note, on établit des résultats d’existence et d’unicité de la solution de certains
problèmes de Cauchy linéaires. Dans le cas holomorphe, notre résultat précise les résultats
de [4] et les étend au cas des conditions initiales de classes Gevrey. Dans le cas continu,
c’est une généralisation du théorème de N. Nagumo et une extension des résultats de [5]
et [1] au cas des conditions initiales de classes Gevrey, sans la condition d’hyperbolicité.
Pour citer cet article : D. Gourdin, M. Mechab, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002)
563–567.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

On a global Cauchy–Kowalewski–Nagumo theorem

Abstract In this Note, we solve some global linear Cauchy problems. In the holomorphic case, for
some operators, our result extends those of [4] when the initial data is in Gevrey class.
In the continuous case, we give a generalisation of the local result of N. Nagumo, and on
other hand, our result is an extension of the results of [5,1] for Gevrey initial data without
the hyperbolicity condition.To cite this article: D. Gourdin, M. Mechab, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 334 (2002) 563–567.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

Abridged English version

Letm, n ∈ N∗, we consider the Cauchy problem:

Dm
t u(t, x)=

∑
(j,α)∈B

aj,α(t)D
j
t D

α
x u(t, x)+ f (t, x) in C ×� (or R × Rn),

D
j
t u(0, x)= vj (x) in �, j = 0, . . . ,m− 1,

where(t, x)= (t, x1, . . . , xn) ∈ C × Rn (or R × Rn), � is an open subset ofRn, B a subset of{
(j,α) ∈ N × N

n; j + |α| �m, j <m etα 	= 0
}
,

with |α| = ∑n
i=1αi the lenght of the multi-indexα, andaj,α are functions defined onC or R. We denote

δ = inf

{
m− j

|α| , (j,α) ∈B

}
.
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The Bony–Shapira theorem states that the hyperbolicity condition is sufficient to solve the Cauchy
problem in the class of holomorphic functions. On other hand, this result is established in [6] for operators
not necessarly hyperbolic.

In the first part of this Note, we consider the problem in the class of holomorphic functions with respect
to the time variable and Gevrey class with respect to the space variables. For all 1� d � δ, we prove the
existence and uniqueness of a solution for the global Cauchy problem for initial data ind-Gevrey class.
This result is an extension of the result of [4].

On other hand, the Nagumo theorem is a generalisation of the Cauchy–Kowalewski theorem, where the
holomorphic regularity with respect to time variable is replaced by the continuous regularity. This result
has been generalized in [5] for linear operators. Under the hyperbolicity condition, he proves existence and
uniqueness of a solution of the global Cauchy problem in the class of the analytic functions with respect to
space variables and Cm with respect to the time variable.

Our second theorem generalizes this result for some operators, without the hyperbolicity condition, and
extend this study for Gevrey initial data.

Our method uses a transformation of the differential problem on the search for the fixed points of an
application. We adapte the constructions of some Banach algebra, defined in [6] and [2,3], where the strict
contraction of the application is proved.

1. Position du problème et résultats

Dans ce travail, on montre l’existence et l’unicité de la solution globale d’un problème de Cauchy linéaire
et la propagation à la solution de la régularité Gevrey des données initiales. Notre démarche consiste à
ramener l’étude du problème à la recherche des points fixes d’une certaine application. Pour ce faire, on
adapte les techniques de [6] la construction de certaines algèbres de Banach où l’application considérée est
strictement contractante.

On considère le problème de Cauchy suivant :

Dm
t u(t, x)=

∑
(j,α)∈B

aj,α(t)D
j
t D

α
x u(t, x)+ f (t, x) dansC ×� (ouR ×�),

D
j
t u(0, x)= vj (x), dans�, j = 0, . . . ,m− 1,

(1)

où (t, x)= (t, x1, . . . , xn) désigne le point générique deC × Rn ouR × Rn, m etn des entiers naturels non
nuls,� un sous-ensemble ouvert deRn, B une partie de l’ensemble{(j,α) ∈ N × Nn; j + |α| � m,
j < m et α 	= 0}, avec |α| la longueur du multi-indiceα, et lesaj,α des fonctions surC ou R. Soit
δ = inf{(m− j)/|α|, (j,α) ∈B}.

DÉFINITION 1. – Soitd � 1, une fonctionv ∈ C∞(�) est dite de classe GevreyG(d)(�) si pour tout
compactK ⊂� eth > 0, il existe une constanteC > 0 telle que :

∀α ∈ N
n, sup

x∈K

∣∣Dα
x v(x)

∣∣ �Ch|α||α|!d . (2)

PourU ouvert deC, (respectivementI un intervalle ouvert deR), on note Cω,∞(U ×�) (respectivement
C0,∞(I × �)) l’algèbre des fonctionsu : U × � → C (respectivementu : I × � → R), admettant des
dérivées, de tout ordre enx, continues surU ×� et holomorphes ent (respectivement continues surI ×�).

DÉFINITION 2. – On dit qu’une fonctionu est de classeGω,d(U ×�) (respectivementG(ω,d)(U ×�)),
si elle est dans Cω,∞(U ×�) et s’il existe une constanteC > 0 (respectivement pour tout compactK de�
eth > 0, s’il existe une constanteC > 0) telle que :

∀α ∈ N
n, ∀t ∈ U, ∀x ∈�,

∣∣Dα
x u(t, x)

∣∣ � C|α|+1|α|!d , (3)
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(respectivement

∀α ∈ N
n, ∀t ∈ U, ∀x ∈ K,

∣∣Dα
x u(t, x)

∣∣ � Ch|α||α|!d ). (4)

DÉFINITION 3. – On dit qu’une fonctionu est de classeG0,d(I ×�) (respectivementG(0,d)(I ×�)),
si elle est dans C0,∞(U ×�) et s’il existe une constanteC > 0 (respectivement pour tout compactK de�
eth > 0, s’il existe une constanteC > 0) telle que :

∀α ∈ N
n, ∀t ∈ I, ∀x ∈�,

∣∣Dα
x u(t, x)

∣∣ � C|α|+1|α|!d , (5)

(respectivement

∀α ∈ N
n, ∀t ∈ I, ∀x ∈ K,

∣∣Dα
x u(t, x)

∣∣ � Ch|α||α|!d ). (6)

PourT > 0,UT est la boule ouverte deC, centrée en 0 et de rayonT .
On noteraGω,d(C × �) (respectivementG(ω,d)(C × �)) l’ensemble des fonctionsu ∈ Cω,∞(C × �)

telles que pour toutT > 0, u ∈ Gω,d (UT ×�) (respectivementu ∈ G(ω,d)(UT ×�)).
Gm,d(I × �) (respectivementG(m,d)(I × �)) désignera l’ensemble des fonctionsu de classe Cm

par rapport àt et telle queDj
t u ∈ G0,d(I × �) (respectivementDj

t u ∈ G(0,d)(I × �)). Gm,d(R × �)

(respectivementG(m,d)(R ×�)) désignera l’espace des fonctionsu ∈ Cm,∞(R ×�) et telle que pour tout
intervalleI , u ∈ Gm,d(I ×�) (respectivementu ∈ G(m,d)(I ×�)).

1.1. Cas holomorphe

On suppose que les coefficientsaj,α , (j,α) ∈ B sont des fonctions entières ; alors on a :

THÉORÈME 1. –Soitd ∈ [1, δ], pour toute fonctionvj ∈ G(d)(�), j = 1, . . . , n, etf ∈ G(ω,d)(C ×�),
le problème de Cauchy(1) possède une unique solution,u ∈ G(ω,d)(C ×�).

1.2. Cas continu

On suppose que les coefficientsaj,α , (j,α) ∈ B sont des fonctions continues surR, alors on a le :

THÉORÈME 2. –Pour toute fonctionvj ∈ G(d)(�), j = 1, . . . , n, etf ∈ G(0,d)(R ×�), le problème de
Cauchy(1) possède une unique solutionu ∈ G(m,d)(R ×�).

Remarque1. – Comme dans [4], la même étude peut se faire pour certains opérateurs à coefficients
polynomiaux par rapport aux variables spatialesx.

2. Idée de démonstration

On se limitera à la preuve du Théorème 1, et en s’inspirant de cette dernière, on peut adapter les
techniques de [2] pour démontrer le Théorème 2.

2.1. Transformation du problème

En utilisant le changement d’inconnuev(t, x)= u(t, x)−∑m−1
j=0

1
j ! t

j vj (x), en notantD−1
t u la primitive

deu par rapport àt et qui s’annule pourt = 0, en posantDm
t v = w, alors le problème (1) est équivalent à

l’équation :

w(t, x)=
∑

(j,α)∈B
aj,α(t)D

j−m
t Dα

xw(t, x)+
∑

(j,α)∈B

m−1∑
k=j

aj,α(t)
1

(k − j)! t
k−jDα

x vk(x)+ f (t, x), (7)
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ce qui revient à la recherche des points fixes de l’applicationL : u �→Lu définie par :

Lu=
∑

(j,α)∈B
aj,α(t)D

j−m
t Dα

x u(t, x)+
∑

(j,α)∈B

m−1∑
k=j

aj,α(t)
1

(k − j)! t
k−jDα

x vk(x)+ f (t, x). (8)

2.2. Les algèbres de Banach Gω,dρ,T ,ζ (�ρ,T ) [2,6]

Pour T et ρ > 0, on noteraUρ,T = {t ∈ C;ρ|t| � T }, �ρ,T = Uρ,T × � et on convient de noter
Uρ,ρT = UT .

Pour ζ = (ζ1, . . . , ζn) ∈ (R∗+)n, Gω,d
ρ,T ,ζ (�ρ,T ) est l’algèbre des fonctionsu ∈ Cω,∞(Uρ,T × �) telles

que :

∃C > 0, ∀α ∈ N
n, ∀k ∈ N, ∀x ∈�,

∣∣Dk
t D

α
x u(0, x)

∣∣ � C ζαρk |α|!d−1Dk+|α|φT (0), (9)

oùφT (t)= 1
L
θ( t

T
), avecθ(t)= ∑+∞

j=0
t j

(j+1)2
.

On définit surGω,d
ρ,T ,ζ (�ρ,T ) la norme‖u‖ = inf{C > 0; u � C%

ω,d
ρ,T ,ζ } qui lui confère une structure

d’algèbre de Banach. On a les propriétés suivantes :
(P1) Pour toutζ ∈ (R∗+)n, ρ > 0 etT > T ′ > 0, on a :Gω,d

ρ,T ,ζ (�ρ,T )⊂ Gω,d (�ρ,T ′).

(P2) Pour toutζ ∈ (R∗+)n, C > 0 etu ∈ Gω,d (Uρ,T ×�) telle queu(0, ·)= 0, il existeT0 > 0 tel que pour

toutT ′ ∈ ]0, T0[, u ∈ Gω,d
ρ,T ′,ζ (�ρ,T ′).

(P3) Pour tout(k,α) ∈ Z ×Nn tel quek+d|α| � 0, il existeCk,α > 0 telle que : pour toutρ,T > 0 et pour
tout ζ ∈ (R∗+)n, Dk

t D
α
x est un opérateur continu dansGω,d

ρ,T ,ζ (�ρ,T ) de norme inférieure ou égale à

Ck,αζ
αρkT −k−|α|.

Pour tout compactK de� d’intérieur non vide, on noteKT = UT × ◦
K. En adaptant les calculs de [6],

p. 333, où on agit surh au lieu deT , on démontre les lemmes suivants :

LEMME 1. –Si f ∈ G(ω,d)(C × �), alors pour tout compact d’intérieur non videK ⊂ � et pour tout
T ,ρ > 0 et ζ ∈ (R∗+)n, alorsf ∈ Gω,d

ρ,ρT ,ζ (KT ).

LEMME 2. –Toute fonction entièrea est dansGω,d
ρ,ρT ,ζ (KT ) et toute fonctionv de G(d) est dans

Gω,d
ρ,ρT ,ζ (KT ). De plus la norme dea ne dépend que deT .

2.3. Recherche des points fixes deL dans lesKT

PROPOSITION 1. –Pour toutT > 0, ζ ∈ (R∗+)n et pour tout compact d’intérieur non videK ⊂ �, il
existeρ0 > 0 etC ∈ ]0,1[ tels que pour toutρ � ρ0, il existerρ > 0 pour lequel on a:

∀r � rρ, L
(
B(0, r)

) ⊂ B(0, r)⊂ Gω,d
ρ,ρT ,ζ (KT ), (10)

∀u,u′ ∈ B(0, r)⊂ Gω,d
ρ,ρT ,ζ (KT ),

∥∥Lu−Lu′∥∥ � C
∥∥u− u′∥∥, (11)

oùB(0, r) est la boule fermée de centre0 et de rayonr deGω,d
ρ,ρT ,ζ (KT ).

Démonstration. –On pose

ψ(t, x)= f (t, x)+
∑

(j,α)∈B

m−1∑
k=j

aj,α(t)
1

(k − j)! t
k−jDα

x vk(x) ;

sachant que lesGω,d
ρ,ρT ,ζ (KT ) sont des algèbres de Banach, en utilisant les Lemmes 1 et 2 on montre que

ψ ∈ Gω,d
ρ,ρT ,ζ (KT ), et à l’aide de la propriété (P3) on obtient :

∀u ∈ Gω,d
ρ,ρT ,ζ (KT ), ‖Lu‖ � C0

∑
(j,α)∈B

ζ αρ−|α|T −(j−m)−|α|‖u‖ + ‖ψ‖, (12)
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oùC0 > 0 ne dépend pas deρ. Comme pour tout(j,α) ∈ B on aα 	= 0, alors siρ > 0 est assez grand, on a
0<C1 = C0

∑
(j,α)∈B ζ αρ−|α|T −(j−m)−|α| < 1 et (10) est vérifiée dès querρ � ‖ψ‖/(1−C1). De même

(11) est vérifiée carL est une application affine.

Par des calculs simples, on montre le nouveau lemme :

LEMME 3. –Pour toutζ1 � ζ2 etρ1 � ρ2, on a: Gω,d
ρ1,ρ1T ,ζ1

(KT )⊂ Gω,d
ρ2,ρ2T ,ζ2

(KT ).

Pourp ∈ N
∗, on poseζp = ( 1

p
, . . . , 1

p
) ∈ (R∗+)n ; en utilisant la Proposition 1 et le Lemme 3, on obtient :

PROPOSITION 2. –On peut choisir une suite croissante de nombres positifs(ρp)p et un point fixe

u1 ∈ ⋂
p∈N∗ Gω,d

ρp,ρpT ,ζm
(KT ), deL, unique dansGω,d

ρ1,ρ1T ,ζ1
(KT ).

2.4. Existence du point fixe deL dansUT ×�

FixonsT > 0, et soit(Kp)p une suite croissante de compacts d’intérieurs non vides, de réunion�. De ce
qui précède, par induction surj ∈ N∗, on construit une suite croissante de nombres positifsρp,j = ρp,Kj

tels que :

ρ1,1 < ρ2,2 < · · ·< ρj−1,j−1 < ρ1,j < ρ2,j < · · ·< ρp,j < · · ·
et un point fixeuj ∈ ⋂

p∈N∗ Gω,d
ρp,j ,ρp,j T ,ζp

(UT × ◦
Kj ) de L, unique dans toutGω,d

ρp,j ,ρp,j T ,ζp
(UT × K◦

j ).

Avec le Lemme 3 et l’unicité du point fixe deL dansGω,d
ρj−1,j−1,ρj−1,j−1T ,ζj−1

(UT × ◦
Kj−1) on déduit que

uj |K◦
j−1

= uj−1. Par recollement desuj on définit une fonctionu surUT ×� qui est un point fixe deL et

telle queu|K◦
j ∈ Gω,d

ρj,j ,ρj,j T ,ζj
(UT ×K◦

j ) pour toutj ∈ N∗.
La suite des compacts(Kj )j étant exhaustive dans�, alors pour tout compactK de�, il existep0 ∈ N∗

tel queK ⊂Kp pour toutp � p0, etu ∈ Gω,d
ρp,p,ρp,pT ,ζm

(UT × ◦
K) pour toutp � p0.

En adaptant les calculs de [6], p. 333, et [2], p. 577, on montre queu vérifie (4) dansUT ′ × �, donc
u ∈ G(ω,d)(UT ′ ×�) pour toutT ′ ∈ ]0, T [.
2.5. Fin de la preuve du Théorème 1

En utilisant la propriété (P2), on montre l’unicité locale ent du point fixe, qui est une fonction
holomorphe ent , donc unique dansUT × �, et par recollement on construit un point fixe uniqueu de
L de classeG(ω,d)(C ×�). v =D−m

t u+ ∑m−1
j=0

1
j ! t

j vj (x) est la solution de notre problème (1).
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