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Résumé Nous donnons une description d’une grande classe de produits* naturels sur le fibré
cotangentT ∗G d’un groupe de LieG et nous caractérisons ces produits* par des formules
integralesPour citer cet article : K. Tounsi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 783–
786.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Kontsevich star products on the cotangent bundle of a Lie group and
integral formulae

Abstract We describe a large class of natural star products on the cotangent bundleT ∗G of a Lie
groupG and we characterize these star products by integral formulae.To cite this article:
K. Tounsi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 783–786.  2002 Académie des
sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Introduction et rappels

Dans [4], Kontsevich a construit une applicationα �→ �α qui associe a chaque structure de Poissonα

surRd un produit*�α de la forme :

f �α g = fg +
∞∑
n=1

h̄nCn(α)(f, g),

où Cn(α) est un opérateur bidifférentiel et l’applicationα �→ Cn(α) est polynomiale et homogène de
degrén. Nous considérons comme dans [1], une géneralisation de cette construction.

On utilise, comme Kontsevich, les graphes orientés admissibles [4]. Si on note parVn,2 (resp.Vn,1)
l’espace de tels graphes et qui possedentn sommets de type 1 et deux sommets de type 2 (resp. un sommet
de type 2) on définit une application lineaireC de l’espaceVn,2 dans l’espace des opérateurs bidifferentiels
surRd (voir [1]).

Une suite(γn) (γn ∈ Vn,2) définit un produit* de Kontsevich (dans le sens de [1]) si, pour toute structure
de Poissonα,
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f �α g = fg +
∞∑
n=1

h̄nCγn(α)(f, g)

est produit* surRd .
D’une manière analogue, on a encore une correspondance linéaireD entre l’espaceVn,1 et l’espace des

opérateurs différentiels surR
d (voir [1]).

Nous disons qu’une suite(βn) (βn ∈ Vn,1) définit une équivalence de deux produits*α �→ �α and
α �→ �′

α si pour tout tenseur de Poissonα l’opérateurT (f ) = f +∑∞
n=1 h̄

nDβn(α)(f ) est un opérateur
d’equivalence entre�α et�′

α c’est-à-dire qu’on a :T (f �α g) = T (f ) �′
α T (g).

On se restreint au cas du dual d’une algèbre de Lieg, munie de sa structure de Poisson usuelle :
αx(X,Y ) = x([X,Y ]) (x ∈ g∗, X,Y ∈ g) c’est-à-dire au cas ou la structure de Poissonα est linéaire.
Dans ce cas, il a éte prouvé dans [1] que la restriction du produit* de S. Gutt�G a g∗ (voir [3]) est un
produit* de Kontsevich et que tout produit* de Kontsevich est équivalent à�G, l’opérateur d’équivalence
est l’image parC d’une suite(βn) de combinaisons linéaires de produits de rouex, de plus lesDβn(α) sont
des opérateurs différentiels avec des coefficients constantP (voir [1] pour plus de détails).

Dans la suite, on note par�K un produit* de Kontsevich (dans le sens de [1]) surg∗ et parDβn(α)

l’opérateur d’équivalence associé.
Soit maintenantG un groupe de Lie d’algèbre de Lieg et soitT ∗G son fibré cotangent. On va prouver

dans la suite qu’on peut étendre tout produit*�K surg∗ a un produit* surT ∗G qui peut être caracterisé par
une formule integrale.

SoitX1, . . . ,Xn une base de l’algèbre de Lieg deG ; chaqueXj definit un champ de vecteursX∗
j surG :

X∗
j ϕ(x)= d

dt
ϕ
(
exp(−tXj ) · x)|t=0

(
ϕ ∈ C∞(G)

)
.

Notonspj (α) = α(X∗
j )π(α) (α ∈ T ∗G). Ici π :T ∗G → G est la projection canonique.

Si on identifie canoniquementT ∗G aG× g∗, lespj sont les coordonnées deα dans le second facteur.
Rappelons enfin que le produit* de S. Gutt�G surT ∗G est caracterisé par les deux conditions :
1. Le produit* deπ∗ϕ par toutf dans C∞(T ∗G) est :

π∗ϕ �G f = π∗ϕf +
∞∑
r=1

(−h̄)r
1

r!
∑

j1,...,jr

π∗(X∗
j1

· · ·X∗
jr
ϕ
) ∂f

∂pj1 · · ·∂pjr

.

2. La « partie verticale » de�G, i.e. le produit de deux fonctions polynomiales dans les variablespj est :

P �G Q =
k+k′−1∑
r=0

(2h̄)r!−1[(!(P) · !(Q)
)
k+k′−r

]
si P est homogène de degrék, Q homogène de degrék′ etA" est l’espace!(S"(g)) avec :

! :S(g)−→ A(g), !(pj1, . . . , pjk ) = 1

k!
∑
σ∈Sk

Xjσ(1) · · · · ·Xjσ(k)

(A(g) est l’algèbre enveloppante deg et · son produit).

2. Extension des produits* de Kontsevich àT ∗G

THÉORÈME. – Soit�1 un produit* surg∗. On suppose qu’il existe un opérateur d’équivalence entre�1
et la restriction de�G à g∗ :

T = Id+
∑
r�1

h̄rTr , f �1 g = T −1(T (f ) �G T (g)
) ∀f,g ∈ C∞(g∗),

où chaqueTk est un opérateur differentiel à coefficients constants surg∗.
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Alors, il existe un unique produit*�′ surT ∗G vérifiant :
(i) Pour toutϕ dansC∞(G), pour toutf dansC∞(T ∗G) :

(π∗ϕ) �′ f = (π∗ϕ) �G f = (π∗ϕ)f +
∞∑
r=1

(−1)r
h̄r

r!
∑

i1,...,ir

π∗(X∗
i1

· · ·X∗
ir
ϕ
) ∂rf

∂pi1 · · ·∂pir

.

(ii) Pour tousP , Q dansS(g), P �′ Q = P �1 Q.

Démonstration. –Suivant l’argument de [3] (Théorème 4), on prouve que (i) et (ii) determinent le produit
(π∗ϕ · P) �′ (π∗ψ · Q). Maintenant, on peut ecrire :f �′ g = ∑∞

r=o h̄
rCr(f, g), pour toutf , g dans

C∞(G) ⊗ S(g), où lesCr sont des opérateurs bidifferentiels. Ils peuvent être étendu à des opérateurs
bidifferentiels sur C∞(T ∗G).

Vu que lesTk sont des opérateurs differentiels à coefficients constants, on les étend alors en des opérateurs
G-invariants (notés encoreTk) surT ∗G. Notons∂/∂pi parZi , on aura alors :

T
(
(π∗ϕ) �′ f

)= T

(
(π∗ϕ) · f +

∞∑
r=1

(−1)r
λr

r!
∑

i1,...,ir

π∗(X∗
i1

· · ·X∗
ir
ϕ
)
(Zi1 · · ·Zir f )

)

= π∗ϕ · T (f ) +
∞∑
r=1

(−1)r
h̄r

r!
∑

i1,...,ir

π∗(X∗
i1

· · ·X∗
ir
ϕ
)
T (Zi1 · · ·Zir f ).

Finalement, comme[T ,Zj ] = 0, alors :

T
(
(π∗ϕ) �′ f

)= π∗ϕ · T (f )+
∞∑
r=1

(−1)r
h̄r

r!
∑

i1,...,ir

π∗(X∗
i1

· · ·X∗
ir
ϕ
)
Zi1 · · ·Zir T (f ) = T (π∗ϕ) �G T (f ).

Les produits*�′ et �G sont équivalents, ce qui prouve l’associativité de�′.

COROLLAIRE. – Tout produit* de Kontsevich�K surg∗ s’étend à un produit*�′
K surT ∗G vérifiant :

(i) Pour toutϕ dansC∞(G), pour toutf dansC∞(T ∗G), (π∗ϕ) �′
K f = (π∗ϕ) �G f ;

(ii) Pour toutP , Q dansS(g), P �′
K Q = P �K Q.

3. Formules intégrales pour les produits* de Kontsevich

Rappelons maintenant la formule intégrale du produit* de S. Gutt�G surT ∗G (voir [2] par exemple).
D’abord on identifieT ∗G aG× g∗ et sid est la dimension deG, pourf dans C∞(G)⊗ S(g), on désigne
parAf l’opérateur agissant sur C∞c (G) par :

Af (ϕ)(x)= h̄−d

∫
g×g∗

e
i
h̄
〈p,X〉

f

(
x · exp

X

2
,p

)
ϕ(x · expX)dXdp.

Alors le produit�G est donné par :

Af�Gg = Af ◦Ag por tousf,g ∈ C∞(G)⊗ S(g).

Maintanant un produit* de Kontsevich�K surS(g) est équivalent à la restriction de�G par l’opérateur :

T = Id+
∞∑
n=1

∑
|s|=n

as1,...,skDWs1∨···∨Wsk
,

oùWs1, . . . ,Wsk étant des rouex de tailles respectivess1, . . . , sk (voir [1]). Notons parF fonction formelle
definie sur l’algèbre de Lieg par :

F(X) = 1+
∞∑
n=1

h̄n
∑
|s|=n

as1,...,sk tr(i adX)s1 · · · tr(i adX)sk .
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Alors on a :

PROPOSITION. – Soitf dansC∞(G)⊗ S(g) et soit l’opérateurBf agissant surC∞
c (G) par :

Bf (ϕ)(x) = h̄−d

∫
g×g∗

e− i
h̄
〈p,X〉

f

(
x · exp

(
−X

2

)
,p

)
ϕ
(
x · exp(−X)

)
F

(
X

h̄

)
dX dp.

Alors, le produit*�′
K est donné par:

Bf�′
K
g = Bf ◦Bg por tousf,g in C∞(G)⊗ S(g).

Démonstration. –L’opérateur d’équivalenceT entre�G et�′
K s’écrit :

Tf (x,p) = T (fx)(p) oùfx :g∗ → wR ; fx(p) = f (x,p).

D’autre part, sig est dans C∞c (g∗) ou dansS(g) et si l’on noteĝ sa transformée de Fourier definie par :

ĝ(X) =
∫

g∗
e−i〈p,X〉g(p)dp,

alorsT (ĝ)(X) = ĝ(X)F (X) (voir [4]), c’est-à-dire :

T (g)(p) = 1

(2π)d

∫
g

ĝ(X)F (X)ei〈p,X〉 dX.

D’une manière analogue, sif est dans C∞c (G× g∗) ou C∞(G)⊗ S(g), on a :

T (f )(x,p) = 1

(2π)d

∫
g

f̂2(x,Y )F (X)ei〈p,Y 〉 dY

= 1

(2π)d

∫
g×g∗

f (x, q)F (Y )ei(〈p,Y 〉−〈q,Y 〉) dY dq,

où f̂2 est la transformée de Fourier partielle def par rapport a la deuxième variable.
Notons parBf l’opérateurBf = AT (f ), pourf dans C∞(G)⊗ S(g). Si ϕ est dansC∞

c (G) on obtient :

Bf (ϕ)(x)= 1

(2πh̄)d

∫ ∫
g×g∗

e
i
h̄ 〈p,X〉 ei〈p−q,Y 〉f

(
x · exp

X

2
, q

)
F(Y )ϕ(x · expX)dXdY dp dq.

Un calcul simple montre que :

Bf (ϕ)(x)= h̄−d

∫
g×g∗

e− i
h̄ 〈p,X〉

f

(
x · exp

(
−X

2

)
,p

)
ϕ
(
x · exp(−X)

)
F

(
X

h̄

)
dXdp.

Finallement, pour toutf , g dans C∞(G)⊗ S(g),

Bf ◦Bg = AT (f ) ◦AT (g) = AT (f )�GT (g) = AT (f �′
K
g) = Bf�′

K
g.
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