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Résumé Nous nous intéressons ici à la cohomologie de Hochschild des algèbres triangulaires
tensoriellesT . Nous décrivons en particulier une suite spectrale, dont les termes sont
paramétrés par les longueurs des trajectoires du carquois associé àT , et qui converge
versHH ∗(T ), la cohomologie de Hochschild deT . Les différentielles au premier niveau
sont des sommes de produitscup. Pour citer cet article : S. Dourlens, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 334 (2002) 527–532.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

On the cohomology of type An algebras

Abstract We are interested here in the Hochschild cohomology of tensor triangular algebrasT . We
describe in particular a spectral sequence, whose terms are parametrized by the lengths
of the trajectories of the quiver associated withT , and which converges toHH ∗(T ), the
Hochschild cohomology ofT . Differentials at the first level are sums of cup products.To
cite this article: S. Dourlens, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 527–532.  2002
Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

Let A1, . . . ,An be n unitary algebras over a fieldk, and, for alli = 1, . . . , n − 1, Mi be a non-zero
Ai+1 − Ai -bimodule. If we letA = A1 × · · · × An, thenM = M1 ⊕ · · · ⊕ Mn−1 has anA-bimodule
structure and the tensor algebraT = TA(M) of M overA has a triangular structure. In the casen = 2,
the cohomology of these algebras has been amply studied recently [1,2,4,5]. The purpose of this Note is to
generalize results obtained by Cibils in [1]: whenn= 2, there is a cohomology long exact sequence, linking
the Hochschild cohomology ofT to the Hochschild cohomology ofA=A1 ×A2 and the extension groups
of theA2 − A1-bimoduleM1. In case of a tensor triangular algebraT of sizen > 2, the role of this long
exact sequence is played by a spectral sequence converging toHH ∗(T ,X), whereX is aT -bimodule. This
spectral sequence is constructed using a natural filtration of a relative Hochschild complex ofT . Indeed, let
ei ∈A be the image of 1Ai by the injectionAi ↪→ A, and consider the subalgebraR = ∏n

i=1 k · ei of T ; it
is aseparable subalgebra ofT . Thus, ifH∗ denotes the relative Hochschild complex ofT in respects toR
with coefficients in aT -bimoduleX, thenH computesHH ∗(T ,X) (see [3,1]). Recall that thel-th term
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of H is:

Hl = HomR−R
(
T ⊗Rl,X

)
.

Now, let us consider the quiverQ of the A-bimoduleM in respects to the central idempotent system
{e1, . . . , en} of A:

Q = e1 −→ e2 −→ · · · −→ en.

Thek-algebrasAi correspond to the verticesei of Q, the modulesMi correspond to arrows inQ, and the
tensor products of lengthα in T correspond to the paths of lengthα in Q.

DEFINITION. – An l-trajectory in Q is a sequence(γl, . . . , γ1) of l consecutive paths inQ, with no
restriction on the length of the paths. Thelength of an l-trajectory τ is the number of paths ofnon-zero
length in τ , and is denoted|τ |; remark that 0� |τ | � l.

Let TRl (Q) be the set ofl-trajectories ofQ. We use Cibils’ notations [1] associated withQ:
– for each vertexe of Q, letMe =Ae (this is a subalgebra ofA);
– if a is an arrow ofQ, let Ma = t (a)Ms(a), wheres(a) andt (a) are respectively the source and the

target of the arrowa; Ma is a non-zero bimodule by definition of the arrows ofQ;
– if γ = ap · · ·a1 is a path inQ, letMγ =Map ⊗As(ap) · · · ⊗At(a1) Ma1;
– finally, if τ = (γl, . . . , γ1) is a l-trajectory, letMτ =Mγl ⊗k · · · ⊗k Mγ1.

According to a result of Cibils [1], thel-th tensor power ofT overR has a decomposition in terms of the
l-trajectories ofQ, which permits us to write thel-th term ofH in the following way:

Hl = HomR−R
( ⊕
τ∈TRl (Q)

Mτ ,X

)
.

So we get a filtration ofH parametrized by the length of the trajectories ofQ:

F tHl = HomR−R
( ⊕
τ∈TRl (Q)

|τ |�t

Mτ ,X

)
for 1 � t � n− 1, F 0Hl =Hl , F nHl = 0.

Let us consider now the spectral sequence associated with this filtration; it converges toHH ∗(T ,X). If we
let jXi := ejXei , the following theorem explicits forn= 3 the level one of this spectral sequence. The case
n > 3 is similar and will be described in a forthcoming paper.

THEOREM. – The two first terms are:
E

0,∗
1 =HH ∗(A1, 1X1)⊕ HH ∗(A2, 2X2)⊕ HH ∗(A3, 3X3),

E
1,∗
1 = Ext∗A2−A1

(M1, 2X1)⊕ Ext∗A3−A2
(M2, 3X2)⊕ Ext∗A3−A1

(M2 ⊗A2 M1, 3X1).

Moreover, there is a spectral sequence converging to the third term E
2,∗
1 , given by:

Ep,q2 = ExtpA3−A1

(
TorA2

q (M2,M1), 3X1
) ⇒E

2,p+q
1 .

The two differentials are defined in the following way:

d
0,∗
1 (f + g + h)= 1M1 � f + (−1)∗+1g � 1M1

+ 1M2 � g + (−1)∗+1h� 1M2

+ 1M2⊗A2M1 � f + (−1)∗+1h� 1M2⊗A2M1

d
1,∗
1 (f + g + h)= 1M2 � f + (−1)∗+2g � 1M1 + δh,
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where δh is defined for h :A⊗kq
3 ⊗k (M2⊗A2M1)⊗k A

⊗kp
1 → 3X1 by δh= (−1)q+1h◦ (1⊗kq

A3
⊗π ⊗1⊗kp

A1
) :

A
⊗kq
3 ⊗k M2 ⊗k M1 ⊗k A

⊗kp
1 → 3X1, π being the natural projection M2 ⊗k M1 �M2⊗A2M1.

1. Introduction

Etant donnésn algèbres unitairesA1, . . . ,An sur un corpsk, et, pour touti = 1, . . . , n−1, unAi+1−Ai -
bimoduleMi , nous considérons l’algèbre triangulaire tensorielle associée :

T =




A1

M1 A2

M2⊗A2M1 M2 A3
...

. . .
. . .

Mn−1⊗An−1 · · · ⊗A2M1 · · · · · · Mn−1 An



.

Une telle algèbre est en fait une algèbre tensorielle : en effet, si on poseA = A1 × · · · × An, alors
M = M1 ⊕ · · · ⊕ Mn−1 est muni d’une structure deA-bimodule, et l’algèbre tensorielleTA(M) de M

surA est isomorphe àT . L’étude de ces algèbres et plus généralement des algèbres triangulaires générales
(non nécéssairement tensorielles), est motivée par la remarque que, lorsque la sous-algèbre diagonale est
commutative, ces algèbres devraient jouer, pour la cohomologie de Hochschild des algèbres associatives, le
rôle que jouent par exemple les algèbres de Lie nilpotentes en théorie des algèbres de Lie. Nous montrons ici
que les propriétés de nilpotence usuelles des matrices triangulaires se traduisent, pour leur cohomologie de
Hochschild, par l’existence d’une suite spectrale remarquable. Signalons que la cohomologie des algèbres
triangulaires de taille 2 a été très étudiée récemment [1,2,4,5]. Nous généralisons ici les résultats de
Cibils [1], qui a obtenu une suite exacte longue de cohomologie, reliantHH ∗(T ) àHH ∗(A1)⊕HH ∗(A2)

et à Ext∗A2−A1
(M1).

Dans le cas des algèbres triangulaires tensoriellesT de taillen > 2, une suite spectrale convergeant vers
HH ∗(T ,X), oùX est unT -bimodule, joue le rôle de cette suite exacte longue. Pour construire cette suite
spectrale, nous utilisons un complexe de Hochschild relatif deT à valeurs dansX, dont le terme de degrél
peut être exprimé, comme l’a montré Cibils dans [1], en fonction desl-trajectoires du carquoisQ deT .
Ce complexe est naturellement muni d’une filtration de longueurn, qui est paramétrée par la longueur des
trajectoires deQ.

Nous étudions les composantes et les différentielles de cette suite spectrale. Afin de faciliter la lecture
de cette Note, nous allons traiter ici seulement le casn = 3, représentatif du cas général. Les résultats qui
suivent peuvent être facilement adaptés au cas des algèbres de taille supérieure. La même méthode peut éga-
lement être appliquée à des algèbres triangulaires non tensorielles, comme l’algèbre d’incidence d’unposet.

Dans le cas d’une algèbre triangulaire tensorielle de taille 3, la première page de la suite spectrale est
décrite de la manière suivante (avec des notations expliquées plus loin) :

THÉORÈME. – Les deux premiers termes sont{
E

0,∗
1 = HH ∗(A1, 1X1)⊕HH ∗(A2, 2X2)⊕HH ∗(A3, 3X3),

E
1,∗
1 = Ext∗A2−A1

(M1, 2X1)⊕ Ext∗A3−A2
(M2, 3X2)⊕ Ext∗A3−A1

(M2 ⊗A2 M1, 3X1).

De plus, le troisième terme E2,∗
1 est l’aboutissement d’une suite spectrale donnée par

Ep,q2 = ExtpA3−A1

(
TorA2

q (M2,M1), 3X1
) ⇒E

2,p+q
1 .

Les deux différentielles sont définies de la manière suivante :
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d
0,∗
1 (f + g + h)= 1M1 � f + (−1)∗+1g � 1M1 + 1M2 � g + (−1)∗+1h� 1M2

+ 1M2⊗A2M1 � f + (−1)∗+1h� 1M2⊗A2M1,

d
1,∗
1 (f + g + h)= 1M2 � f + (−1)∗+2g � 1M1 + δh,

où δh est définie pour h : q(M2 ⊗A2M1)
p → 3X1 par δh= (−1)q+1h ◦ (1⊗kq

A3
⊗ π ⊗ 1⊗kp

A1
) : qM2M

p
1 →

3X1, π étant la projection naturelle M2M1 �M2⊗A2M1.

Notons que ce théorème n’a pas d’intérêt si les algèbresAi de la diagonale sont réduites au corps de
basek ; en effet, dans ce cas, tous les groupes de cohomologie seraient triviaux en degré positif.

Nous décrirons la suite spectrale obtenue dans le cas d’algèbres triangulaires non nécessairement
tensorielles et de taille quelconque dans un prochain article.

2. Notations

On poseM = M1 ⊕ · · · ⊕ Mn−1, et A = A1 × · · · × An. L’anneauA possède un système naturel
d’idempotents centrauxQ0 = {e1, . . . , en}, où ei est l’image de 1Ai dans l’injection deAi dansA. M
possède naturellement une structure deA-bimodule et le carquoisQ deM par rapport àQ0 est le carquois
de typeAn suivant :

e1 −→ e2 −→ · · · −→ en.

Les k-algèbresAi correspondent alors aux sommetsei du carquois, les modulesMi correspondent aux
flèches, et les produits tensoriels de la formeMki+αi ⊗Aki+αi

· · · ⊗Aki+1 Mki correspondent aux chemins de
longueurαi + 1 dans le carquois.

DÉFINITION. – Soit Q un carquois. Unel-trajectoire de Q est une suite(γl, . . . , γ1) de l chemins
consécutifs du carquois, sans restriction sur la longueur des chemins.

On appellelongueur d’une l-trajectoire le nombre de cheminsde longueur non nulle qui la composent.
On note|τ | la longueur de lal-trajectoireτ ; on a 0� |τ | � l.

L’ensemble desl-trajectoires deQ est noté TRl (Q). Nous reprenons les notations de Cibils [1] associées
au carquoisQ duA-bimoduleM :

– pour chaque sommete deQ, on poseMe =Ae ;
– si a est une flèche deQ, on poseMa = t (a)Ms(a), où t (a) et s(a) désignent respectivement le but et

la source de la flèchea ;
– si γ = ap · · ·a1 est un chemin deQ, alors on poseMγ =Map ⊗As(ap) · · · ⊗At(a1) Ma1 ;
– enfin, siτ = (γl, . . . , γ1) est unel-trajectoire deQ, alors on poseMτ =Mγl ⊗k · · · ⊗k Mγ1.

Si R = ∏n
i=1 k · ei est la sous-algèbre deT engendrée par les idempotents deQ0, alors, d’après un

résultat de Cibils [1], lale puissance tensorielle deT sousR s’exprime en fonction desl-trajectoires deQ :

T ⊗Rl =
⊕

τ∈TRl (Q)

Mτ .

Soit une suite d’entiers 1� i1 < i2 < · · ·< it+1 � n, et soit, pour tout couple(iα+1, iα), unAiα+1 −Aiα -

bimoduleNiα . On notept+1N
pt
it

· · · p2N
p1
i1

le produit tensoriel sous le corpsk A⊗pt+1
it+1

⊗Nit ⊗A
⊗pt
it

⊗· · ·⊗
A

⊗p2
i2

⊗Ni1 ⊗A
⊗p1
i1

; ce module correspond à unel-trajectoire de longueurt , avecl = p1 + · · ·+pt+1 + t .
Pour unT -bimoduleX, on notejXi := ejXei , etX0 := ⊕

1�i�n iXi.

3. La suite spectrale

SoitX un T -bimodule. Nous considérons ici le complexe de Hochschild deT à valeurs dansX relatif
à la sous-algèbreR ; commeR est séparable, la cohomologie de ce complexe estHH ∗(T ,X) (voir [3,1]).
Avec les notations ci-dessus, le terme de degrél > 0 en est

530



To cite this article: S. Dourlens, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 527–532

Hl = HomR−R
(
T ⊗Rl,X

) = HomR−R
( ⊕
τ∈TRl (Q)

Mτ ,X

)
.

On en déduit une filtration du complexeH paramétrée par la longueur des trajectoires du carquoisQ associé
àT ; on a précisément

F tHl = HomR−R
( ⊕
τ∈TRl (Q)

|τ |�t

Mτ ,X

)
pour 1� t � n− 1, F 0Hl =Hl , F nHl = 0.

On considère alors la suite spectrale associée à cette filtration ; elle converge a priori au niveaun vers
HH ∗(T ,X). Dans le casn= 3, la filtration du complexeH s’écrit


F 0H∗ = H∗ = HomR−R
(
T ⊗R∗,X

)
,

F 1H∗ = HomR−R
( ⊕
p+q=∗−1

qM
p
1 ⊕

⊕
p+q=∗−1

qM
p
2 ⊕

⊕
p+q=∗−1

q(M2 ⊗A2 M1)
p ⊕

⊕
p+q+r=∗−2

rM
q
2M

p
1 ,X

)
,

F 2H∗ = HomR−R
( ⊕
p+q+r=∗−2

rM
q
2M

p
1 ,X

)
,

F tH∗ = 0 si t � 3.

Les termes au niveau 0 de la suite spectrale associée sont donc


E
0,∗
0 = HomR−R

(
A⊗R∗,X

)
,

E
1,∗
0 = HomR−R

( ⊕
p+q=∗

qM
p
1 ⊕

⊕
p+q=∗

qM
p
2 ⊕

⊕
p+q=∗

q(M2 ⊗A2 M1)
p,X

)
,

E
2,∗
0 = HomR−R

( ⊕
p+q+r=∗

rM
q
2M

p
1 ,X

)
.

Nous concluons cette Note par la preuve du théorème principal.
Le termeE0,∗

1 estHH ∗(A,X0) = ⊕n
i=1HH ∗(Ai, iXi) ; en effet, on a d’une partA⊗Rl = ⊕n

i=1A
⊗kl
i ,

et d’autre part HomR−R(A⊗kl
i ,X) ∼= Homk(A

⊗kl
i , iXi). On retrouve donc ici le complexe de Hochschild

classique deAi à coefficients dansiXi .
Le termeE1,∗

1 est Ext∗A2−A1
(M1, 2X1)⊕ Ext∗A3−A2

(M2, 3X2) ⊕ Ext∗A3−A1
(M2 ⊗A2 M1, 3X1). En effet,

d’après la relation d’adjonction

HomA2−A1

(
A2NA1, 2X1

) ∼= HomR−R(N,X), (1)

la première composante deE1,∗
0 est isomorphe à HomA2−A1

(⊕
p+q=∗+2
p>0, q>0

qM
p
1 , 2X1

)
, que l’on obtient aussi

en appliquant le foncteur HomA2−A1(−, 2X1) au complexe

· · · →
⊕

p+q=l+2
p>0, q>0

qM
p
1

dl−→
⊕

p+q=l+1
p>0, q>0

qM
p
1 → ·· · → 1M1

1
ε−→M1 → 0,

dont la différentielle est donnée par
dl : qM

p
1 −→ q−1M

p
1 ⊕ qM

p−1
1 ,

(b1, . . . , bq, x, a1, . . . , ap) �−→
p−1∑
i=1

(−1)i+1 (b1, . . . , bibi+1, . . . , bq, x, a1, . . . , ap)

+ (−1)p+1(b1, . . . , bqx, a1, . . . , ap)+ (−1)p+2(b1, . . . , bq, xa1, . . . , ap)

+
q−1∑
i=1

(−1)p+i+2(b1, . . . , bq, x, a1, . . . , aiai+1, . . . , ap),
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et d’augmentation

ε : 1M1
1 −→ M1

(b, x, a) �−→ bxa.

Or, d’après Cibils [1] (preuve de la Proposition 4.1), ce dernier complexe est une résolution libre
de M1. Ainsi, la cohomologie de HomR−R

(⊕
p+q=∗qM

p
1 ,X

)
est bien Ext∗A2−A1

(M1, 2X1). Les autres

composantes deE1,∗
0 s’obtiennent par les mêmes arguments.

Il nous reste enfin à montrer que le troisième termeE
2,∗
1 de la suite spectrale est de la forme

Ext∗A3−A1
(C, 3X1), oùC est un complexe de chaînes dont l’homologie est TorA2∗ (M2,M1). Ce termeE2,∗

1
est donc l’aboutissement d’une suite spectrale de terme général

Ep,q2 = ExtpA3−A1

(
TorA2

q (M2,M1), 3X1
) ⇒ Extp+q

A3−A1
(C, 3X1).

En effet, soitC le complexe

· · · →M
q
2M1

dq−→M
q−1
2 M1 → ·· · →M1

2M1 →M2M1 → 0,

de différentielle donnée par

dq(y, b1, . . . , bq, x)= −(yb1, b2, . . . , bq, x)+
q−1∑
i=1

(−1)i+1(y, b1, . . . , bibi+1, . . . , bq, x)

+ (−1)q+1(y, b1, . . . , bq−1, bqx).

L’homologie deC est TorA2∗ (M2,M1) : en effet,C s’identifie au complexeM2 ⊗A2 Bar(M1), où Bar(M1)

est la résolution Bar deM1 commeA2-module à gauche. On considère maintenant le complexe doubleD
au-dessus deC, dont laqe colonne est :

· · · →
⊕

p+r=l+2
p>0, r>0

rM
q
2M

p
1 −→

⊕
p+r=l+1
p>0, r>0

rM
q
2M

p
1 → ·· · → 1M

q
2M

1
1 →M

q
2M1.

C’est une résolution libre deMq
2M1, du même type que la résolution libre deM1 donnée précédemment.

Les différentielles horizontales deD s’expriment comme celle de la différentielle deC.

LEMME. – Le complexe double D est une résolution de Cartan–Eilenberg de C .

Ce lemme permet de conclure : il reste à appliquer àD le foncteur HomA3−A1(−, 3X1), et à prendre
le complexe total Tot⊕(HomA3−A1(D, 3X1)), qui est isomorphe, d’après la relation 1, àE2,∗−2

0 ; la
cohomologie de ce complexe est alorsExt∗A3−A1

(C, 3X1).
La forme explicite des différentielles, donnée dans le théorème, est obtenue par un calcul direct.
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