
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 533–538

Analyse mathématique/Mathematical Analysis
(Théorie des groupes/Group Theory)

La conjecture de Baum–Connes à coefficients
pour le groupeSp(n,1)

Pierre Julg
Université d’Orléans, MAPMO, BP 6759, 45067 Orléans cedex 2, France

Reçu et acceptée le 10 janvier 2002

Note présentée par Alain Connes.

Résumé Nous montrons que les groupes de Lie Sp(n,1) vérifient la conjecture de Baum–Connes
à coefficients arbitraires. L’outil essentiel de la preuve est la construction d’une famille
de représentations uniformément bornées due à Cowling.Pour citer cet article : P. Julg,
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The Baum–Connes conjecture with coefficients for the groupSp(n,1)

Abstract We show that the Lie groups Sp(n,1) satisfy the Baum–Connes conjecture with arbitrary
coefficients. The main tool is the construction, due to Cowling, of a family of uniformly
bounded representations.To cite this article: P. Julg, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I
334 (2002) 533–538.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales
Elsevier SAS

Abridged English version

A locally compact groupG satisfies the Baum–Connes conjecture with coefficients BCcoeff if for any
action ofG on aC∗-algebraA the Baum–Connes map

KG∗ (EG;A)→K∗
(
C∗
r (G,A)

)

is an isomorphism, whereC∗
r (G,A) is the reduced crossed product (cf. [2]). The ordinary Baum–Connes

conjecture, BC, is just the caseA = C. The conjecture BCcoeff for G implies BCcoeff for any closed
subgroup ofG. ForG a semisimple Lie group, conjecture BC is known to be true (Wassermann [15],
Lafforgue [13]), but this is not enough to prove BCcoeff, which in turn would imply BC for any, let us say,
discrete subgroup ofG.

The case of the groups SO(n,1) and SU(n,1) is special: they satisfy the Haagerup property (Gromov’s
a-T -menability,cf. [10]), and they are known to satisfy BCcoeff (Kasparov [11], Julg and Kasparov [10],
Higson and Kasparov [5]). The other simple Lie groups of real rank 1, namely Sp(n,1) andF4(−20), satisfy
propertyT . Lafforgue [13] has proved that all their discretecocompactsubgroups satisfy BC. Our result is
the following:

THEOREM. – The groupsSp(n,1) satisfy the Baum–Connes conjecture with coefficients.
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COROLLARY. – Any discrete subgroup ofSp(n,1) satisfy the Baum–Connes conjecture.

Our proof combines a realization of the Kasparov elementγ ∈ KKG(C,C) (cf. [12]) by a Fredholm
module coming from thegeometry of the boundaryof the quaternionian hyperbolic space and a homotopy
betweenγ and 1 throughuniformly bounded representationsconstructed by Cowling.

0. Introduction

Un groupe localement compactG vérifie la conjecture de Baum–Connes à coefficients, BCcoeff, si pour
toute action deG sur uneC∗-algèbreA l’application de Baum–Connes

KG∗ (EG;A)→K∗
(
C∗
r (G,A)

)
,

oùC∗
r (G,A) est le produit croisé réduit, est un isomorphisme [2]. La conjecture de Baum–Connes ordinaire

ou sans coefficients, BC, correspond au casA= C. La conjecture BCcoeff pourG implique la conjecture
BCcoeff pour tout sous-groupe fermé deG. Si G est un groupe de Lie semi-simple, la conjecture sans
coefficients est connue (Wassermann [15], Lafforgue [13]), mais on voudrait démontrer la conjecture
BCcoeff, qui impliquerait par exemple la conjecture BC pour tout sous-groupe discret deG.

Le cas des groupes SO(n,1) et SU(n,1) est particulier : ces groupes ont la propriété de Haagerup (ou
a-T -moyennabilité au sens de Gromov, voir [9]) et on sait qu’ils vérifient la conjecture BCcoeff (Kasparov
[11], Julg et Kasparov [10], Higson et Kasparov [5]). En revanche, les autres groupes de Lie simples de
rang réel 1, à savoir Sp(n,1) etF4(−20), ont la propriétéT . On sait par un résultat de Lafforgue [13] que
tous leurs sous-groupes discretscocompactsvérifient la conjecture de Baum–Connes. Notre résultat est le
suivant :

THÉORÈME. – Les groupesSp(n,1) vérifient la conjecture de Baum–Connes à coefficients.

COROLLAIRE. – Tout sous-groupe discret deSp(n,1) vérifie la conjecture de Baum–Connes.

La preuve repose sur deux ingrédients.
1) On réalise l’élément de Kasparovγ ∈KKG(C,C) (cf. [12]) au moyen d’un module de Fredholm qui

provient de lagéométrie du bordde l’espace hyperbolique quaternionien. Sa construction est parallèle à
celle faite dans [10] pour SU(n,1).

2) L’homotopie entreγ et 1, qui ne peut pas se faire au sein des représentations unitaires (propriétéT ),
utilise des représentationsuniformément bornées, construites par Cowling.

1. Réalisation de l’élémentγ sur le bord

1.1. Géométrie du bord

Le groupeG = Sp(n,1) est le groupe des isométries d’un espace riemannien symétriqueX = HnH de
rang 1 et de dimension 4n, appelé espace hyperbolique sur les quaternions. Son bord∂X est une variété
difféomorphe à la sphère de dimension 4n− 1 et est muni d’un sous-fibréG-équivariantE du fibré tangent
T (∂X), qui est de codimension 3 (et donc de dimension 4n− 4). On noteraF = T (∂X)/E le fibré quotient
de dimension 3.

Tout choix d’un point de basex0 dansX fournit un difféomorphisme du bord∂X sur la sphèreS4n−1

et donc une métrique riemannienne sur∂X qui induit à son tour des métriques sur les fibrésE et F . Les
classes conformes de ces deux métriques ds2E et ds2F sontG-invariantes. Plus précisément, il existe un
cocycleg �→ λg à valeurs dans les fonctions C∞ strictement positives sur∂X, tel que pour toutg ∈G,

g∗ ds2E = λ2
g ds2E et g∗ ds2F = λ4

g ds2F .
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En particulier la forme volume de la métrique sur∂X se comporte comme suit :g∗ dvol = λrg dvol où
r = dimE + 2 dimF = 4n+ 2.

1.2. Suite spectraleG-équivariante

Le choix d’un point de basex0 définit une identification du fibré
∧
T ∗∂X avec le fibréW = ∧

E∗ ⊗∧
F ∗, qui est muni de la graduationW = ⊕

Wk , où

Wk =
⊕

i+2j=k

i∧
E∗ ⊗

j∧
F ∗.

Soit�k l’image par cette identification de
⊕
l�k W

l , pour 0� k � 4n + 2. On obtient une filtration de∧
T ∗∂X qui est en fait indépendante du choix dex0 et est doncG-invariante. On notera encore�k la

filtration correspondante de l’espace� des formes différentielles. Sid est l’opérateur de de Rham, on a
d(�k)⊂�k pour toutk.

Le complexe de de Rham(�,d), muni de la filtration�k par le poids, donne donc lieu à une suite
spectrale qui converge vers la cohomologie de cette variété. Elle est, par construction,G-équivariante.

Le niveau 0 de cette suite spectrale est donné par les opérateursd0 induits pard sur le gradué associé de
la filtration, qui n’est autre queW . Les opérateursd0 sont des morphismes de fibrésWk →Wk , vérifiant
d2

0 = 0. PosonsCk = kerd0/ imd0 dansWk . Au niveau 1 de la suite spectrale on a les opérateursdE induits
pard , qui sont des opérateurs différentiels d’ordre 1 deCk versCk+1, avecd2

E = 0. Le niveau 2 de la suite
spectrale est donné par des opérateurs définis sur la cohomologie du complexe(C∗, dE),

D : Hk(C,dE)→ Hk+2(C,dE),

avecD2 = 0. Les autres niveaux sont identiquement nuls.
Le complexe de de Rham est muni, outre de la filtration par le poids, du degré ordinaire des formes. Soit

�kj =�k ∩�k−j (0 � k � 4n+ 2, 0� j � 3), dont le gradué associé estWk
j = ∧k−2j

E∗ ⊗ ∧j
F ∗. On a

alorsd0 :Wk
j →Wk

j−1. Les fibrésCk se décomposent enCkj et les opérateurs différentielsdE définissent

pour chaquej = 0 à 3 des complexesCkj → Ck+1
j . Enfin, les opérateursD envoient Hk(Cj , dE) dans

Hk+2(Cj+1, dE).

LEMME (cf. [7]). – Les espacesCk0 sont non nuls si et seulement si0 � k � 2n − 2. Les espaces
Ck1 sont non nuls si et seulement sin + 1 � k � 2n. Les espacesCk2 sont non nuls si et seulement si
2n + 2 � k � 3n + 1. Les espacesCk3 sont non nuls si et seulement si2n + 4 � k � 4n + 2. On a en
particulierC2n+1 = 0.

1.3. Le bicomplexe de RuminG-équivariant

Les opérateursD : Hk(C,dE) → Hk+2(C,dE) peuvent se relever en des opérateurs différentiels
d’ordre 2 deCk versCk+2 (cf. [14]). Un fait non trivial, qui m’a été expliqué par Rumin, est l’existence de
tels opérateursD qui sontG-équivariants. On a donc un bicomplexeG-équivariant(dE,D),

dE :Ckj → Ck+1
j et D :Ckj →Ck+2

j+1.

Le résultat fondamental de Rumin [14] est la propriété d’hypoellipticité de ce complexe.
Il y a en particulier un laplacien hypoelliptique d’ordre 4

!E =D∗D +DD∗ + (d∗
EdE)

2 + (dEd∗
E)

2

agissant dans les sections deCkj . Il définit un opérateur autoadjoint à résolvante compacte sur l’espace des

sections L2 deCkj .
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1.4. Le module de Fredholm

La graduation par le degré usuel, en posantE i = ⊕
j C

i+j
j , donne un complexe pour les flèchesdE +D.

La cohomologie de ce complexe est la cohomologie de la sphèreS4n−1, en particulier sa caractéristique
d’Euler est nulle.

Pour obtenir un complexe de caractéristique d’Euler 1, on tronque au degré 2n. Le complexe obtenu est

E0 → ·· · → E2n−1 → E ′2n

oùE ′2n est l’image deD :C2n
1 → C2n+2

2 .
Pour 0� i � 2n− 1, soit Hi le complété deE i pour la norme L2 relative à la métrique provenant d’un

choix dex0 ∈X et muni de la représentation unitaireπ0 deG définie par

π0(g)α = λr/2−k
g−1 g−1∗

α

pourα ∈ Ck . Ce sont des sommes de représentations appartenant à des séries principales deG.
Sur l’espaceE ′2n la norme de Sobolevα �→ ‖!−1/4α‖ estG-invariante. Soit H2n son complété, muni

de la représentation unitaire définie parπ0(g)α = g−1∗
α. L’espace H2n est isomorphe, de façonG-

équivariante, à l’espace des 2n-formes harmoniques L2 sur l’espace symétriqueX et la représentationπ0
est une somme de représentations de série discrète deG (cf. [10] et [7]).

On considère le complexe d’espaces de Hilbert

H0 → ·· · → H2n−1 → H2n,

où les flèches sont les isométries partielles données par les phases des opérateursdE etD.
Le point crucial est le suivant :

LEMME. – Les opérateursU commutent aux unitairesπ0(g) modulo les opérateurs compacts.

Ce fait résulte du calcul pseudodifférentiel de [3]. Il en résulte que le complexe(H,U) et la représentation
π0 définissent unG-module de Fredholm dont la classe est un élément de l’anneau de Kasparov
KKG(C,C).

THÉORÈME. – L’élément ainsi défini est égal à l’élémentγ de Kasparov.

On procède, pour démontrer ce théorème, comme dans [10] pour le groupe SU(n,1). Il suffit de montrer
que notre élément provient d’un élément deKKG(C(�X),C), où �X = X ∪ ∂X est la compactification
visuelle de l’espace symétriqueX. On agrandit pour cela l’espace de Hilbert en remplaçant les Hi

(0� i � 2n−1) par Hi⊕L2(X,
∧i
T ∗X) et H2n par L2(X,

∧2n
T ∗X), et l’algèbreC(�X) agit naturellement

sur les nouveaux espaces de Hilbert.

2. L’homotopie

2.1. Déformation par des représentations uniformément bornées

Rappelons qu’une représentationρ dans un espace de Hilbert est uniformément bornée si supg ‖ρ(g)‖<
∞. Dans [8], nous avons considéré des modules de Fredhom(H,F,ρ), où ρ est une représentation
uniformément bornée deG. Bien qu’un tel module ne définisse pas un élément deKKG(C,C), il agit
par un endomorphisme sur les groupes abéliensK∗(C∗

r ') pour tout' sous-groupe discret deG, ou plus
généralement sur lesK∗(C∗

r (G,A) pour touteG–C∗-algèbreA.
Déformonsπ0 selon la série principale à coefficients réels :

πs(g)α = λ(r/2−k)(1−s)
g−1 g−1∗

α

pourα ∈ Ck , où le paramètres parcourt l’intervalle[0,1[.
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Le point crucial est que les représentationsπs deviennent uniformément bornées si on remplace la norme
L2 par une norme de Sobolev (d’exposant variant avecs) relative à l’opérateur hypoelliptique!E .

THÉORÈME. – Pour touts ∈ [0,1[ etg ∈G, l’opérateur

(1+!E)(r/2−k)s/4πs(g)(1+!E)−(r/2−k)s/4

s’étend en un opérateur bornéρs(g) sur l’espace de HilbertL2Ck et on asupg ‖ρs(g)‖ <∞. En outre,
l’opérateurρs(g)− π0(g) est compact et dépend deg de façon normiquement continue.

Ce résultat n’est qu’une adaptation au modèle compact d’un résultat remarquable de Michael Cowling
pour le modèle ouvert (cf. [4] et [1]).

COROLLAIRE. – Pour chaques ∈ [0,1[ le complexe(H,U) et la représentationρs définissent un module
de Fredholm uniformément borné. Les applications qu’il définissent des groupesK∗(C∗

r (G,A)) dans eux
mêmes ne dépendent pas des et coïncident donc avec celles définies par leγ de Kasparov.

2.2. La limite en s→ 1

LEMME. – Pour toutg ∈G, U − ρs(g)Uρs(g−1) tend normiquement vers0 lorsques tend vers1.

Mais malheureusement, supg ‖ρs(g)‖ n’est pas borné quands→ 1 (du moins surC0). Pour y remédier,
il faut d’utiliser l’argument en « exponentielleε » qui apparaît déjà dans la thèse de Lafforgue [13]. Ceci
m’a été suggéré par N. Higson et V. Lafforgue, à la suite de la remarque suivante de M. Cowling :

LEMME. – Pour toutε > 0, il existe des constantesC eta > 0 telles que pour toutg ∈G et touts ∈ [0,1[,
‖ρs(g)‖ � C eεal(g) où l(g)= infx∈X d(gx, x) est la longueur de l’élémentg.

On a donc, pour chaqueε > 0, une homotopie deγ à 1 dans les modules de Fredholm satisfaisant
l’inégalité du lemme ci-dessus (avecC eta fixés). Il résulte de [6] que l’élémentγ deKKG(C,C) agit par
l’identité sur tous les groupesK∗(C∗

r (G,A)). Ceci implique la conjecture BCcoeff.
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