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Résumé On désigne parR2∞ le produit d’une infinité dénombrable de copies de l’espaceR2. Une
mesure borélienne de masse finie sur l’espace topologique de dimension infinieR2∞ et
unitarisantepour la représentation canonique de l’algèbre de Heisenberg de dimension
infinie est une mesure gaussienne surR2∞. Pour citer cet article : H. Airault, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 787–792.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques
et médicales Elsevier SAS

Unitarizing measure: the Heisenberg algebra, the Virasoro algebra

Abstract Let R2∞ be the infinite product of countably many copies ofR2. A Borelian probability
measure on the infinite dimensional topological spaceR2∞ which is unitarizing for the
canonical representation of the infinite dimensional Heisenberg algebra is a Gaussian
measure onR2∞. To cite this article: H. Airault, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002)
787–792.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English version
The problem of unitarizing measures for representations of the Virasoro algebra was first considered

in [1]. This Note contains a complete study of the classical case of the Heisenberg algebra as well as the
integration of one of the unitarizing condition for the Virasoro algebra.

In the case of the finite dimensional Heisenberg algebra, by the Stone–von Neumann theorem [8], there
is unicity of the representation up to an isomorphism. The unicity theorem for the representation does
not extend in a simple manner to the case of the infinite dimensional Heisenberg algebra, see [5, p. 177]
et [6, pp. 166, 393]. In [1], the unitarizing measures for a representation of the Virasoro algebra have
been characterized with the divergences of the Kirillov vector fields. In this Note, we consider mainly
the Heisenberg algebra. We prove that a real finite measureµ on R2 and unitarizing for the canonical
representation of the 3-dimensional Heisenberg algebra is uniquely determined, it is absolutely continuous
with repect to the 2-dimensional Lebesgue measure onR2 and the density is a Gaussian. In fact, in this
case, the knowledge of the divergence with respect toµ of the vector field∂/∂z completely determines
the unitarizing measureµ. The result extends to the infinite dimensional Heisenberg algebra, and in that
case, we obtain a gaussian measure on the infinite dimensional spaceR2∞, product of an infinite countable
number of copies ofR2.
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1. L’algèbre de Heisenberg de dimension 3

L’algèbre S3 = R ⊕ R2 est identifiée à l’ensemble des matrices triangulaires supérieures d’ordre 3
avec zéro sur la diagonale principale (voir par exemple [3, p. 125]). Le crochet de Lie est donné par la
multiplication des matrices[A1,A2] =A1A2 −A2A1.

On pose

κ =
(0 0 1

0 0 0
0 0 0

)
, e =

(0 1 0
0 0 0
0 0 0

)
et f =

(0 0 0
0 0 1
0 0 0

)
.

On identifie R2 et le sous-espace engendré pare et f . Si h1 = a1e + b1f et h2 = a2e + b2f , on a
[c1κ+h1, c2κ+h2] = ω(h1, h2)κ avecω(h1, h2)= det(h1, h2)= a1b2−a2b1. L’opérateurJ de structure
complexeest défini dans la base(e, f ) parJ e = f et Jf = −e. Le produit scalaireest relié à la structure
symplectiqueω par‖h‖2 = ω(h,Jh). Si h = ae + bf , on a‖h‖2 = det(h, Jh) = det

(
a −b
b a

) = a2 + b2.
Soit dz = dx + i dy et dz = dx − i dy, on a dz ∧ dz = −2i dx ∧ dy, puisω = dx ∧ dy = i

2 dz ∧ dz avec

〈dx ∧ dy,h1 ∧ h2〉 = det
(dx(h1) dx(h2)

dy(h1) dy(h2)

)
. On note

∂

∂z
= 1

2

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)
et

∂

∂z
= 1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
.

Une 1-formeθ est de type(1,0) si θ = α dz, elle est de type(0,1) si θ = α dz. Soitω une2-forme de
type(1,1). On dit queθ est une primitive antiholomorphe deω si θ est une1-forme de type(0,1), θ = a dz
telle que∂θ = 0 et ∂θ = constante ×ω. Par exemple, siθ = zdz, alors∂θ = 0, et∂θ = dz∧ dz= −2iω.

1.1. Représentation de l’algèbre de Heisenberg sur un espace de fonctions holomorphes

Soit c ∈ R et v ∈ S3, on définit l’applicationR-linéairev → ρ(v) telle queρ(v) opère sur les fonctions
holomorphes en posant

ρ(e)= ∂

∂z
+ cz, ρ(f )= i

(
∂

∂z
− cz

)
, ρ(κ)= i. (1.1)

On a[ρ(e), ρ(f )] = −2cρ(κ), puis[ρ(e), ρ(κ)] = 0 et[ρ(f ),ρ(κ)] = 0.

DÉFINITION. – Soitµ une mesure réelle surR2, on dit queµ est unitarisante pourρ si pour toutes
fonctionsφ, ψ holomorphes, on a∫ [

ρ(v)φ
]
ψ dµ= −

∫
φ
[
ρ(v)ψ

]
dµ. (1.2)

On ne suppose pas queµ est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue surR2. Voir [2,
p. 188]. Soitµ une mesure réelle de masse finie surR2, on dit que la fonction divµZ est la divergence du
champ de vecteursZ surR2 si pour toute fonctiong de classe C1, on a∫

(Zg)dµ=
∫

g divµ Z dµ. (1.3)

Pour un champ de vecteurs complexes, divµ(A+ iB) = divµ A+ i divµ B.
Si (1.3) est vérifiée pour toute fonctiong = φψ où φ etψ sont holomorphes, alors par le théorème de

densité de Weierstrass, elle est vérifiée pour toute fonctiong de classe C1 surR2. Cette remarque permet
de démontrer :

THÉORÈME. – Soitρ l’application définie par(1.1), alorsµ est unitarisante pourρ si et seulement si

divµ

(
∂

∂z

)
= −cz. (1.4)

Démonstration. –On utilise ∂
∂z
φ = 0 et ∂

∂z
ψ = 0 (φ etψ holomorphes). On écrit la formule (1.2) avec

v = e,
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I =
∫ [

ρ(e)φ
]
ψ dµ=

∫ [(
∂

∂z
+ cz

)
φ

]
ψ dµ=

∫
∂

∂z
(φψ)dµ+

∫
czφψ dµ,

J =
∫

φ
[
ρ(e)ψ

]
dµ=

∫
φ

(
∂

∂z
+ cz

)
ψ dµ=

∫
∂

∂z
(φψ)dµ+

∫
czφψ dµ.

La relationI = −J s’écrit
∫ (

∂
∂z

+ ∂
∂z

)
φψ dµ= −c

∫
(z+ z)φψ dµ, donc

divµ

(
∂

∂z
+ ∂

∂z

)
= −c(z+ z). (1.5)

On fait le même calcul pourv = f .

I =
∫ [

ρ(f )φ
]
ψ dµ=

∫ [
i

(
∂

∂z
− cz

)
φ

]
ψ dµ=

∫
i
∂

∂z
(φψ)dµ− i

∫
czφψ dµ,

J =
∫

φ
[
ρ(f )ψ

]
dµ=

∫
φ(−i)

(
∂

∂z
− cz

)
ψ dµ.

Si I = −J alors
∫ (

∂
∂z

− ∂
∂z

)
φψ dµ= c

∫
(z− z)φψ dµ, d’où

divµ

(
∂

∂z
− ∂

∂z

)
= c(z− z). (1.6)

Pour ρ(κ) = i,
∫

iφψ dµ + ∫
φ(−i)ψ dµ = 0 est toujours vérifié. Les relations (1.5) et (1.6) impli-

quent (1.4). Pour la réciproque, divµ(
∂
∂z
)= −cz ⇒ divµ( ∂

∂z
)= −cz.

COROLLAIRE. – Soitµ une mesure réelle de masse finie surR2. Soitc = − 1
2t où t > 0. La mesureµ est

unitarisante pourρ définie par(1.1)si et seulement siµ = 1
2πt exp

(− x2+y2

2t

)
dx dy.

Démonstration. –De divµ( ∂
∂z
) = −cz, on déduit divµ( ∂

∂x
) = −2cx et divµ( ∂

∂y
) = −2cy. Montrons

queµ est absolument continue à la mesure de Lebesgue dx dy surR2 : soitλ= π1 ∗ dx la projection deµ
sur la première coordonnée, alors pour toute fonctionφ bornée de classe C1 définie surR,

∫
φ′(x)dλ(x)=

−2c
∫
φ(x)x dλ(x) et ceci implique que la mesureλ est absolument continue par rapport à la mesure

de Lebesgue surR. On projette de même sur la deuxième coordonnée. On déduitµ = k(x, y)dx dy et

la densiték vérifie ∂
∂x
k = 2cxk et ∂

∂y
k = 2cyk. Si c = − 1

2t , on obtientk(x, y) = 1
2πt exp

(− x2+y2

t

)
. La

connaissance de la divergence du champ de vecteurs∂
∂z

détermine la mesure unitarisanteµ sur R2. La
réciproque est immédiate.

2. L’algèbre de Heisenberg de dimension infinie

Les résultats précédents s’étendent à l’algèbre de Heisenberg de dimension infinieH = R
⊕

l2 où l2 est
l’espace des suites réellesh = (hn)n�1 telles que

∑
n�1h

2
n <+∞. Surl2, on définitω =∑k�1 dh2k−1 ∧

dh2k, i.e.,ω(h, h̃) =∑+∞
k=1(h2k−1h̃2k − h2kh̃2k−1). Soitκ = (1,0) ∈ R

⊕
l2, pourh, h̃ ∈ l2 et c, c̃ ∈ R, on

pose [
cκ + (0, h), c̃κ + (0, h̃)]= ω

(
h, h̃

)
κ.

On a[[H,H ],H ] = 0 et l’identité de Jacobi est satisfaite. Soitek , la suite del2 dont tous les termes sont nuls
sauf lek ièmequi est égal à 1. On définit l’opérateur linéaireJ : l2 → l2 parJ e2k−1 = e2k etJ e2k = −e2k−1
pour k � 1 de sorte que pourh = (hj )j�1 ∈ l2, on a Jh = (h2,−h1, h4,−h3, . . . , h2k, h2k−1, . . .) et
‖h‖2 =∑k�1(h

2
2k−1 + h2

2k) = −ω(h,Jh). Si on posezk = h2k−1 + ih2k , on a dzk = dh2k−1 + i dh2k

et dzk = dh2k−1 − i dh2k. D’où dzk ∧ dzk = −2 i dh2k−1 ∧ dh2k et ω = i
2

∑∞
k=1 dzk ∧ dzk . On note

df = ∂f + ∂f avec∂f =∑∞
k=1

∂
∂zk

f dzk et ∂f =∑∞
k=1

∂
∂zk

f dzk où ∂k = ∂
∂zk

= 1
2

(
∂

∂h2k−1
− i ∂

∂h2k

)
et
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∂k = ∂
∂zk

= 1
2

(
∂

∂h2k−1
+ i ∂

∂h2k

)
. Soit θ =∑k�1ak dzk de type(0,1), ∂ θ =∑k�1,j�1(∂j ak)dzj ∧ dzk est

de type (1,1) et∂θ =∑k�1,j�1(∂j ak)dzj ∧ dzk de type (0,2).
Soitω une2-forme de type(1,1), une primitive antiholomorphe deω est une formeθ de type(0,1),

c’est à dire telle queθ = ∑k�1ak dzk et qui satisfait les conditions∂ak = 0 (donc ∂θ = 0) et ∂θ =
constante× ω. Par exemple, la(0,1)-forme θ = i

2

∑+∞
j�1 zj dzj satisfait∂θ = 0 et ∂θ = ω avecω =

i
2

∑
k�1 dzk ∧ dzk , et θ est une primitive antiholomorphe deω. On a dzk(e2k−1) = 1 et dzk(e2k) = −i.

Soith = (hk)k�1 ∈ l2, et soitzk = h2k−1 + ih2k , la formeθ(h)= i
2

∑
k�1 zk dzk vérifie θ(h)[e2k−1] = i

2zk

et θ(h)[e2k] = 1
2zk .

On note〈v, θ〉(h) = θ(h)[v].

2.1. Représentation de l’algèbre de Heisenberg de dimension infinie sur un espace de fonctions
holomorphes

SoitR2∞ l’ensemble des suites réellesh = (hj )j�1. On posezk = h2k−1 + ih2k et on identifieR2∞ avec
l’ensembleC∞ des suites complexes(zk)k�1. Soitv ∈ l2, on pose pour une fonctionf : R2∞ → C,

(Dvf )(h)= lim
ε→0

f (h+ εv)− f (h)

ε
.

On définit l’applicationρ de l’algèbreH dans l’espace des fonctionsf holomorphes surR2∞ = C∞ et à
valeurs dansC, de la manière suivante : pour(0, v) ∈H ,

ρ
(
(0, v)

)
f = 1

2
(Dvf − iDJ(v)f )− 2 ic〈v, θ〉f et ρ(κ)= i, (2.1)

où c est une constante. Pourk � 1, on vérifie queρ((0, e2k−1)) = ∂
∂zk

+ czk etρ((0, e2k)) = i
(

∂
∂zk

− czk
)
.

De plus,[ρ((0, e2k−1)), ρ((0, e2k))] = −2cρ(κ), tous les autres crochets sont nuls. Voir (1.1).
Soit πn : R2∞ → R2n la projection sur les 2n premières coordonnées etFn la tribu des ensembles

boréliens deR2n. On noteBn = π−1
n (Fn) la tribu surR2∞, image réciproque deFn, voir [4, p. 6]. La

suite des tribus(Bn)n�1 est croissante etB = limn→+∞ Bn est la tribu borélienne surR2∞, voir [4, p. 207].

DÉFINITION. – On dit qu’une mesureµ borélienne réelle surR2∞ est unitarisante pour l’applicationρ
définie par (2.1) si

∫ [ρ(v)φ]ψ dµ = − ∫ φ[ρ(v)ψ]dµ pour toutes fonctionsφ, ψ holomorphes sur
R2∞ = C∞.

La divergence d’un champ de vecteurs surR2∞ est définie comme au § 1. En procédant comme
pour (1.3), on obtient

THÉORÈME. – Soitµ une mesure borélienne réelle de masse finie surR2∞, et soitρ la représentation
définie par(2.1). Alorsµ est unitarisante pourρ si et seulement si

∀k � 1, divµ

(
∂

∂zk

)
= −czk. (2.2)

Démonstration. –On désigne parµn = πn ∗ µ la mesure surR2n image deµ par l’applicationπn. La
propriété (2.2) résulte de (1.4) avecµn.

Le corollaire suivant relie à la représentation de Fock (voir [2], [6, p. 163]), la propriété de la mesureµ
d’être unitarisante pourρ. On obtient une mesure gaussienne surR2∞, voir [4, p. 235] et [7, p. 144].

COROLLAIRE. – Soitµ une mesure de probabilité surR2∞, et soit l’applicationρ définie par(2.1)avec
c = − 1

2t et t > 0. La mesureµ est unitarisante pourρ si et seulement si pour toutn � 1,

πn ∗µ= 1

(2πt)n

n∏
k=1

exp

(
−h2

2k−1 + h2
2k

2t

)
dh2k−1 dh2k. (2.3)
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La condition (2.3) détermineµ de manière unique et pour toute fonctionφ borélienne bornée surR2∞,
on a

∫
φdµ= limn→∞

∫
φ d(πn ∗µ).

On étudie comme précédemment les représentations deHα = R
⊕

l2α où l’espacel2α est constitué des
suitesξ = (ξk)k�1 telles que

∑
k�1α

2
k (ξ

2
2k−1 + ξ2

2k) <+∞ etα = (αk)k�1 est une suite de nombres réels.

3. Une mesure de probabilité sur R2∞ relative à l’algèbre de Virasoro

Soit C ⊂ C∞ contenant la sous-variété des(c1, c2, . . . , cn, . . .) tels que la fonctionf (z) = z +∑
n�1 cnz

n+1 soit univalente dans le disque unité|z| � 1. SurC, on considère les champs de vecteurs

L1 = ∂

∂c1
+ 2c1

∂

∂c2
+ 3c2

∂

∂c3
+ · · · + (n+ 1)cn

∂

∂cn+1
+ · · · ,

L−1 = (3c2 − 2c2
1

) ∂

∂c1
+ (4c3 − 2c1c2)

∂

∂c2
+ · · · + ((n+ 2)cn+1 − 2c1cn

) ∂

∂cn
+ · · · .

On az2f ′(z) = L1[f (z)] et f ′(z) − 1 − 2c1f (z) = L−1[f (z)]. On se propose de construire une mesure
borélienneµ réelle de masse totale finie surC∞ et telle que (voir [1])

divµ(L1 −L−1)= 0, (3.1)

i.e., pour toute fonction différentiableg des variables(c1, c1, c2, c2, . . . , cn, cn, . . .),∫
(L1 −L−1)g dµ= 0. (3.2)

La connaissance d’une mesure satifaisant (3.1) permet d’en obtenir une infinité d’autres avec la même
propriété (3.1). Par exemple, soitµ̃ = h(c1, c2, . . . , cn, . . .)µ une mesure surC∞ et absolument continue
par rapport àµ et supposons que

(L1 −L−1)h= 0 (3.3)

alorsµ̃ satisfait (3.1). Soit les polynômes de Neretin(Pn)n�0, avecP0 = P1 = 0. Ils satisfontL1[Pn] =
(n + 1)Pn−1 et L−1[Pn] = (n − 1)Pn+1 (voir [1]), et on vérifie que la fonctionh(c1, c2, . . . , cn, . . .) =∑

n�2
1

n3−n
PnPn est une solution de (3.3).

On définitLp
1 = ∂

∂c1
+ 2c1

∂
∂c2

+ 3c2
∂
∂c3

+ · · · + pcp−1
∂
∂cp

et

L
p
−1 = (3c2 − 2c2

1

) ∂

∂c1
+ (4c3 − 2c1c2)

∂

∂c2
+ ((p + 1)cp − 2c1cp−1

) ∂

∂cp−1
− 2c1cp

∂

∂cp
.

Si g dépend seulement desp premières variablesc1, c2, . . . , cp et de leurs conjuguées, alorsL−1(g) dépend

aussi decp+1. On aL−1(g) = L
p+1
−1 (g).

LEMME 1. –Soitµ une mesure borélienne finie surC∞ etπp la projection deC∞ sur l’ensemble desp
premières coordonnées(c1, c1, c2, c2, . . . , cp, cp). Soitµp = (πp)∗µ, image deµ parπp. On suppose que

divµp(L
p
1 − L

p
−1) = 0 pour toutp � 1, i.e., pour toute fonction borélienneg qui dépend desp variables

c1, c2, . . . , cp et de leurs conjuguées, on a∫ (
L
p
1 −L

p
−1

)
g dµp = 0 (3.4)

alors la condition(3.1)est satisfaite pour la mesureµ.

Démonstration. –On vérifie (3.1) pour les fonctionsg qui dépendent d’un nombre fini de variables.
Si g dépend seulement desp variablesc1, c2, . . . , cp et de leurs conjuguées, alors

∫
(L1 − L−1)g dµ =∫

(L
p+1
1 −L

p+1
−1 )g dµp+1 = 0.

LEMME 2. –On suppose que la mesureµp est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue
surR2p et que la densitékp(c1, c1, c2, c2, . . . , cp, cp) est une fonction à valeurs réelles. La condition(3.4)
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surµp implique que la densitékp est solution de l’équation aux dérivées partielles(
L
p
1 −L

p
−1

)
kp = −2(p + 1)c1kp. (3.5)

On définit la fonctionup par

up(c1, c1, c2, c2, . . . , cp, cp)= πp

(p + 1)!p!
(
1+ 2c1c1 + 3c2c2 + · · · + (p + 1)cpcp

)p+1
(3.6)

alors kp = 1/up est une solution de(3.5) et νp = 1
up

dx1 dy1 dx2 dy2 · · ·dxp dyp est une mesure de

probabilité surR2p .

Démonstration. –On intègre par parties
∫ [(Lp

1 −L
p
−1)φ]kp dx1 dy1 dx2 dy2 · · ·dxp dyp, d’où (3.5). Pour

p = 1, on posec1 = z = x + iy. De (3.5), on déduit que la fonction à valeurs réellesk(z, z) est solution de(
∂

∂z
+ 2z2 ∂

∂z

)[
k(z, z)

]= −4zk(z, z). (3.7)

La fonctionk(z, z) = 2
π

1
(1+2zz)2

est solution de (3.7) etk(z, z)dx dy est une mesure de probabilité surR2.
Dans le casp = 2, la relation (3.5) s’écrit[

∂

∂c1
− (3c2 − 2c1

2) ∂

∂c1

]
k +

[
2c1

∂

∂c2
+ 2c1c2

∂

∂c2

]
k = −6c1k. (3.8)

Une solution de (3.8) estk = 12
π2 .

1
(1+2c1c1+3c2c2)

3 . Soitc1 = x1 + iy1 et c2 = x2 + iy2, alors

6

π

∫
R2

1

(1+ 2c1c1 + 3c2c2)3
dx2 dy2 = 1

(1+ 2c1c1)2
(3.9)

et 2
π

· 6
π

1
(1+2c1c1+3c2c2)

3 dx1 dy1 dx2 dy2 est une mesure de probabilité surR4. Dans le cas général, on pose
t = 1 + 2c1c1 + 3c2c2 + · · · + (p + 1)cpcp et on cherche une solution de (3.5) sous la formev(t) où v(t)

est une fonction de la variablet . On voit quev(t) satisfaitv
′(t)
v(t)

= −p+1
t

. Cela donne la solution (3.6).

THÉORÈME. – Pour toutp � 1, soitνp la mesure surR2p définie par(3.6). Alors il existe une mesure de
probabilitéν sur R2∞ telle queπp ∗ ν = νp . La mesureν vérifie(3.1).

Démonstration. –SurR2∞ = C∞, comme au § 2, soitBp = π−1
p (Fp), la sous-tribu borélienne engen-

drée par lesp premières coordonnées(c1, c1, . . . , cp, cp) et soient les mesures(νp)p�1 définies par (3.6).
Pour s � p, on a (πp) ∗ νs = νp . En effet comme avec (3.9), on obtient

∫
kpφ dx1 dy1 · · ·dxp dyp =∫

ksφ dx1 dy1 · · ·dxs dys pour toute fonction borélienneφ des p variables(c1, c2, . . . , cp) et de leurs
conjuguées. On en déduit (voir [7, Chap. V]), l’existence d’une mesure de probabilité uniqueν sur R2∞
vérifiant(πn) ∗ ν = νn et pour toute fonctionφ borélienne bornée surR2∞,

∫
φ dν = limn→∞

∫
φ dνn. La

mesureν satisfait (3.1) par le Lemme 1.
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