C.R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 635-638

Analyse complexe/Complex Analysis

L’invariant de Calabi pour leshoméomorphismes
guasiconformes du disque

Peter Haissinsky

CMI/LATP, Université de Provence, 39, rue F. Joliot-Curie, 13453 M ar seille cedex 13, France

Recu le 11 février 2002 ; accepté le 19 février 2002
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Résumé On montre que l'invariant de Calabi des difféomorphisms symplectiques a support compact
dans le disque unité est bien défini pour les homéomorphismes quasiconformes et qu'il
dépend continment de ces homéomorphismes dans la topologie quasicoffmrmaiter
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The Calabi invariant for quasiconformal mappings of the unit disk

Abstract We prove that the Calabi invariant for the symplectic diffeomorphisms of the unit disk
with compact support is well defined for quasiconformal maps and depends continuously
with respect to these homeomorphisms in the quasiconformal topdiogite this article:

P. Haissinsky, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 635-638. 0 2002 Académie des
sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

E. Calabi [3] définit plusieurs invariants associés aux difféomorphisms symplectiques dont un seul est
non trivial en dimension 2. Il s'agit d'un homomorphisme du groupe des difféomorphismes symplectiques
du disque unité a support compact (i.e. qui vaut I'identité pres du bord) danGet invariant montre que
ce groupe est algébriguement non simple. A. Fathi [4] d’une part et J.M. Gambaudo et E. Ghys [5] d’autre
part en donnent une interprétation géomeétrique que nous rappelons ci-dessous. Ces derniers montrent
notamment que ce morphisme est invariant par conjugaison topologique, mais gu’il n’est pas continu dans la
topologieC®. lls posent aussi la question de savoir si cet invariant est bien défini pour les homéomorphismes
du disque a support compact. Dans cette Note, on montre que cet invariant est bien défini pour la classe
intermédiaire des homéomorphismes quasiconformes du disque qui fixe le bord, et qu’il est continu dans la
topologie quasiconforme. Ce résultat montre que cette classe est naturelle pour cet invariant.

DEFINITION. — Etant donnée une constanke > 1, un homéomorphisme : C — C qui préserve
I'orientation estK-quasiconforme si ¢ appartient au premier espace de Sobdl'qﬁ(g(@) et si, pour
presque touk € C, on a|D, f|? < K - Jag f. On dit queg est quasiconforme s'il est-quasiconforme
pour un certairk > 1. Une suite(p,,) d’homéomorphismes quasiconformes tend yedans la topologie
quasiconforme s’il existe une constarfe< oo telle queg, soit K-quasiconforme pour tout, et si¢
est la limite uniforme dég, ) sur tout compact. L'ensembleCo des homéomorphismes quasiconformes

Adresse e-mailphaissin@cmi.univ-mrs.fr (P. Haissinsky).

0 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés
S1631-073X(02)02334-8/FLA 635



P. Haissinsky / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 635-638

du disque unité dans lui-méme qui fixent le cercle unité ponctuellement forme un grecguapact qui
contient strictement les difféomorphisms du disque qui fixent le cercle unité ponctuellement. On notera
QC(S( le sous-ensemble compact des homéomorphidtrgaasiconformes. Nous invitons le lecteur a se
reporter a I'ouvrage [1] pour la justification de ces affirmations ainsi que pour des compléments.

Rappelons la définition géométrique de l'invariant de Calabi [5]. aih homéomorphisme du disque
qui fixe le bord ponctuellement. On considere une isotdpi® c[o,1] de l'identité ayp, et, pourx # y, on
note Ang, (x, y) le nombre de tours algebrique que fait le vectgus ¢, (y) — ¢ (x) lorsquer variede 0 a 1.
Ce nombre est indépendant de l'isotopie car ce groupe d’homéomorphismes est contractile. h@stque
un difféomorphisme, cette fonction est bornéeBai {(x, x), x € D}. A. Fathi, ainsi que J.-M. Gambaudo
et E. Ghys, montre que l'invariant de Calabi d’un difféomorphignugii vaut I'identité pres du bord et qui
préserve la forme d’aire est

Clp) = /DzAngq)(x,y) e[ [dy 2

Cet invariant mesure donc le nombre moyen de tours que font les points les uns par rapport aux autres.
Comme les homéomorphismes quasiconformes sont absolument continus [1], la méme démonstration
que dans le cas des diffeomorphismes montre que s(;@cmg) est intégrable, alor€ : QCo(Aire) — R
est un homomaorphisme de groupe, @y (Aire) désigne le sous-groupe des homéomorphisme3ds
qui laissent l'aire invariante.
Le résultat principal de cette Note est donc

THEOREME —Pour toutk > 1,
(a) il existe une constant€x < oo telle que, sip € QC(S( alors

/DZ|Ang¢(x,y)| |dbx|? - dy|* < Ck ;
(b) l'application ¢ — C(¢) est continue lorsque parcourtQCé‘.

COROLLAIRE. —Linvariant de Calabi se prolonge naturellement @Co(Aire). L'application C:
[1, co[— R, définie parC(K) = suf|C(p)|, ¢ € QC§} est un homéomorphisme.

Ces résultats découlent de la proposition suivante.

PROPOSITION —Pour toutK > 1, il existe une constant€ = C(K) telle que, pour toup € QC({(, on
ait, pourx # y,

1
|Ang, (x, y)| < C [1+ Iog<1+ dp (x, y)>]’

oudy(x, y) désigne la distance hyperbolique dé& y dansD.

Rappelons que la métrique hyperboliquelBleest une métrique riemannienne compléte qui rend les
automorphismes du disque des isométries et dont les géodésiques sont les cercles de la sphére de Riemann
qui coupent le cercle unité orthogonalemenft[Q]).

Commencons par un lemme. Paug D, on noteA, : D — ID un automorphisme tel qué, (0) = x. On
désigne pat le demi-plan supérieur et pdt, : H — D\ {x} le revétement universel d&\ {x} défini par
E.(z) = Ay oexp 2inz. ll reléve les demi-géodésiques issuescdm des demi-droites verticales.

On considérg) : H — H le relevé dep : D\ {x} — D\ {¢(x)} tel quep (0) =0 etEyyop =@ o0 Ex ;
onadonep(z+1) =¢(z) + 1 pourz € H.

LEMME. —Soientx # y € ID. On notez un relevé dey etz le projeté orthogonal de surR. Alors
|Ang, (x, y)| <2+ |Reg(z) — Reg (2)
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Démonstration. -Soit (¢;) une isotopie de l'identité @. A s > 0 fixé, on notew,; I’'hnoméomorphisme
de qui fixex et qui consiste a pousser tout autre peindex d’un facteurs le long de la demi-géodésique
hyperbolique issue depassant pay’ i.e.,d; (x, ws(y") = s -dp(x, ¥')). On note auss; = g ow; Lot

On définit alors, pousg > 1, l'isotopier : [1, 2s¢] x D — D par

‘(//l = Wt Slt € [17 SO],
Vi = Qr—s50 © Wsg sit € [so, 1+ sol,
Yy =@i—sgopows, Site[l+s0,250].
On veérifie quey; relie l'identité ap. Par suite, on a
ANg, (x, y) = ANngy, (x,y) +Ang, (x, s () + Angg (9(x), ¢ 0 05()))-
La premiére isotopie garde fixe et poussey le long de la géodésique définie pér, y), donc
|Angws0 (x,y)] < 1/4. La deuxieme laisse,,(y) quasiment fixe skg est assez grand et transpoxte

eng(x) en faisant au plus un demi-tour par rappoebg(y). Enfin, la derniére fixep(x) et fait tourner
@(wyy(y)) autour deg(x), donc Ang;)so (p(x), 9 o wgy(y)) mesure l'angle erp(x) entre les segments

euclidiens[¢(x), ¢(ws, (¥))] €t [p(x), (y)]; or Rep(zZ) — Re¢(z) mesure I'angle asymptotique entre
les segments hyperboliques de ces points quanée oo, d'ol un décalage d’au plus un demi-tour. En
conclusion,

’Ang(p(x,y)| <2+|Re¢(z)— a
Remarque- Lisotopie (y,) permet en particulier de montrer que— Ang, (x, y) est continue dans la

topologieC®.

Démonstration de la proposition.commeg¢ est un relevé d’'une applicatidki-quasiconforme par un
revétement holomorphe, on en déduit guest aussk -quasiconforme. On prolongeau plan par réflexion
de Schwarz, ce qui ne change pas sa régularité. En fait, on a méme mieux : une application quasiconforme
du plan normalisée pap(0) = 0 et (1) = 1 est aussi quasisymétrique [6] i.e., il existe une fonction
continue croissantg: Ry — R qui ne dépend que dE telle quen(0) = 0, et, siz1, z2 et zz sont trois
points du plan deux & deux distincts alors

<(5=2l)
21— 123

#(z1) — ¢d(z2)
#(z1) — ¢(z3)
Par suite, siv’ est le projeté orthogonal d&(z) surR et si on notew = ¢~ 1(w’), alors
¢(2) — ¢(w) I—w
——— | < —1 ) <n(D),
() — pw) "(z—w) e
carn est croissante éf — w| < |z — w| par construction (s = w alors la proposition découle du lemme).
Doncl¢(2) — ¢(w)| < n(D) - |¢(2) — ¢(w)l, d'ou |[Regp(z) — Red(2)| <n(1) - Ime(z).
Du coup, si Imp(z) < 1 alors |Re¢p(z) — Re¢p(2)| < n(1). En revanche, si Im(z) > 1, alors
dp(e(x), (y)) =di (0, exp(—2rIm ¢ (z))) est de I'ordre de exp-2rIm¢(z)). Donc

1
| - O(1).
Mo < bﬂw@)wwﬁ}+ @

Mais, le théoreme de Mori afflrme qu 'un homéomorphisiiegquasiconforme du disque qui fixe
I'origine est Holder de rapport/K dans la métrique euclidienne [1]. Or, sur tout compact, les métriques
euclidienne et hyperbolique sont équivalentes, donc on peut lever I'hypothése sur I'origine et conclure qu’un
homéomorphisme -quasiconforme du disque est localement Holder de rappdet dans la métrique
hyperbolique. En appliquant cette observatigima et au cas Inp(z) > 1, on obtient

M) < —| {(l)]+ouy

La proposition se déduit de ces estlmatlons et du lemme.

71 —22
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Démonstration du théoréme et du corollaireOn noter(x) le coefficient infinitésimal de la métrique de
Poincaré au point € D, et B, (x) la boule unité centrée endans cette métrique. Dans la suite, on notera
C une constante qui ne dépend queMemais qui pourra éventuellement changer dans une méme suite
d’'inégalités.

Sidy(x,y) > 1, alors|Ang, (x, y)| < C. Donc

11:=/|dx|2/ |Ang, (x. )| - 1dy[2 < € < oo,
D D\Bh(x)

Or, on ar(y) > 1 pour touty € D, donc, en utilisant aussi la proposition, on obtient

1
1 :=/ |Ang, (x, y)| - Idyl? < / C [1+ |og<1+ )] ()?(dyl?;
By(x) By (x) dp(x,y)
on se raméne a l'origine par un changement de variable isométrique :

1 1
lgc/ [1+Iog<l+ )] -A(y)zldy|2<C~/ Iog(—)rdrd0+0(l),
B1(0) dn (0, y) B1(0) r
cari(y) = O(1) poury € B;(0). Du coup, on obtient

12;=/ |dx|2/ |Ang, (x, y)|ldy2 < C.
D Bp(x)

Les estimations suly et I> entrainent (a).

Soit (¢,) une suite deQCé( gui converge verg dans la topologie quasiconforme. La proposition ainsi
que la démonstration du point (a) implique que l'applicatieny) — C[1 + log(1 + 1/dj(x, y))] est
une domination de la suite Apgx, y). Or, pour toutx # y, Ang,, (x, y) — Ang,(x, y) (cf. la remarque
suivant le lemme), d’ou le point (b) par convergence dominée.

La démontration du premier point du corollaire a été évoquée avant I'énoncé du théem@mea(
exemple la premiere démonstration donnee dans [5]). Quant au second point, la continuité de I'invariant de
Calabi ainsi que la compacité @Cé< implique queC (K) est atteint et qu€ est continue (et croissante).
D’une part, le lemme de Weyl affirme que les homéomorphismes 1-quasiconformes sont conformes, donc
QC& = {ld} par prolongement analytique€t1) = C(Id) = 0. D’autre part, la non-trivialité d€ implique
que5 estnon bornée. Par consequent, on déduit du théoreme des valeurs intermédiaires la surje’.étivité de
A K > 1fixé, on considére € QC§ tel queC(g) = C(K), ainsi qu’'un flot hamiltonier}, : D — D tel
gue I'hamiltoniern?{ ait une intégrale non nulle et soit a support compact. On a

Clpodh) =C(8h) + /DZ Ang, (9(x), $(»)) ldx|? - [dyI* = C(¢4) + C (@)
car un flot hamiltonien préserve l'aire. Maﬁs(qﬁ;i) =2t sz ‘H d’aprés [5], donc, si est du signe opposé
de fpz H, AlorsC (K og ) = Clpodhy) > Clp) = C(K). Parsuitek < Koy <K Ky €K,y — K
quand: — 0. Du coupf est strictement croissante.
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