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Résumé L’objet de cette Note est d’établir un principe de grandes déviations pour le temps local du
mouvement brownien fractionnaireBH pour toutH ∈ (0,1). Pour citer cet article : E.H.
Lakhel, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 797–801.  2002 Académie des
sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Large deviations for the fractional Brownian local time

Abstract The purpose of this paper is to prove a large deviation principle for a local time of fractional
Brownian motionBH for all H ∈ (0,1). To cite this article: E.H. Lakhel, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 334 (2002) 797–801.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

Abridged English version

Local time has been an important subject of study in probability. According to Berman [1], the
smoothness of the local time of a function implies the irregularity of the function itself. This principle has
been verified for a large class of stochastic processes. For this reason, local time, besides its own importance,
has served as a useful tool in studying fractal proprerties of the sample paths for Gaussian processes. In
the case of the fractional Brownian motion with Hurst parameterH ∈]0,1[, the local time, defined as
the density of the occupation measure� �→ ∫ t

0 1�(BH
s )ds and denotedλat , exists and it has a continuous

version in the variablesa andt (seeBerman [1] and Geman and Horowitz [2]). More precisely (seeTable 2
in [2]), the local timeλat has Hölder continuous paths of orderδ < 1−H in time, and orderγ < 1−H

2H in the
space variable, providedH � 1

3. If H < 1
3 the local time is absolutely continuous ina, it is continuously

differentiable ifH < 1
5, with increasing smoothness whenH decreases. We recall first the result concerning

the classical Brownian motionB = BH whereH = 1
2. It has been shown (seeRoynette [7]) that the local

time of the Brownian motion satisfies a large deviation principle. We seek to generalise this result to the
case of fractional Brownian motion for allH ∈ (0,1).
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1. Introduction

Pour H ∈]0,1[, le mouvement brownien fractionnaireBH de paramètre de HurstH est l’unique
processus Gaussien centré, de noyau de covarianceRH(s, t) = VH

2 (s2H + t2H − |t − s|2H), avecVH =
�(2−2H)cos(πH)

πH(1−2H)
et�(p) = ∫

R+ e−vvp−1 dv.

Remarquons que pourH = 1
2, B1/2 est le mouvement brownien usuel.

Les techniques classiques permettent de montrer queBH admet une version continue dont les trajectoires
ne sont presque sûrement höldériennes que pour des ordres strictement inférieurs àH . Par conséquent, plus
H est petit, plus les trajectoires sont irrégulières ; ce phénomène semble dû à ce que les accroissements,
qui sont stationnaires pour toutes les valeurs deH , sont positivement corrélés dans le casH > 1

2 et
négativement corrélés dans le casH < 1

2. L’une des propriétés du mouvement brownien fractionnaire
de paramètreH est son auto-similarité : le processus{BH

αt , t � 0} a la même loi que le processus
{αHBH

t , t � 0}, cette dernière propriété justifie l’intérêt de ce processus pour les modélisations de
fluctuations boursières ou de trafic dans les réseaux de télécommunications [3]. Le processusBH pour
H �= 1

2 n’est pas une semi-martingale, on ne peut donc lui appliquer le calcul stochastique usuel. Pour tout
t > 0 on définit la mesure aléatoire� �→ ∫ t

0 1�(BH
s )ds (où � est un borélien deR et 1� est la fonction

indicatrice de�). Il est bien connu d’après Berman [1] et Geman et Horowitz [2] que cette mesure admet
une densité notéeλat par rapport à la mesure de Lebesgue ;{λat , t � 0, a ∈ R} est appelé famille des temps
locaux associée àBH , de plusλat admet une version p.s. continue (ent et a) et λat vérifie la formule
de densité d’occupation suivante :

∫ t

0 f (B
H
s )ds = ∫

R
f (x)λxt dx pour toutef borélienne bornée. Dans

cette Note nous nous sommes intéressés aux grandes déviations du temps local du mouvement brownien
fractionnaireBH pour toutH ∈ (0,1), ce qui généralise le résultat de Roynette [7] pour le temps local du
mouvement brownien.

2. Préliminaires et notations

ConsidéronsC0([0,1], R), l’espace de Banach des fonctions continues, nulles en 0, muni de la norme
uniforme,PH l’unique mesure sur cet espace qui fait du processus canoniqueWt : ω �→ Wt(ω) = ω(t)

un mouvement brownien fractionnaire de paramètreH et {FH
t , t ∈ [0,1]} la filtration canonique, i.e.

FH
t = σ {Ws, s � t} ∨NH oùNH est l’ensemble desPH -négligeables. NotonsHH l’espace de Cameron-

Martin associé à(C0([0,1]),PH ), nous avons la caractérisation suivante :

THÉORÈME 2.1 (Decreusefond–Üstünel [4]). –HH est l’ensemble des fonctionsh qui peuvent s’écrire
sous la forme:

h(t) =
∫ t

0
KH(t, r)g(r)dr avecg ∈ L2([0,1])

etKH défini par:

KH(t, r)= 1

�(H + 1/2)
F

(
H − 1

2
,

1

2
−H,H + 1

2
,1− t

r

)
(t − r)H−1/2,

oùF(α,β, γ, τ ) est la fonction hypergéométrique, prolongement analytique de l’intégrale:

�(γ )

�(α)�(γ − α)

∫ 1

0
uα−1(1− u)γ−α−1(1− τu)−β du.
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Nous noterons dorénavant parḣ l’unique élément de L2([0,1]) tel que

h(t) =
∫ t

0
KH(t, r)ḣ(r)dr.

La norme surHH est définie par‖h‖HH
= ‖ḣ‖L2([0,1]).

On désigne parM1(R) l’ensemble des probabilités surR, muni de la topologie de la convergence
étroite, ce qui en fait un espace topologique métrique séparable. La formule d’occupation

∫ 1
0 h(BH

s )ds =∫
R
h(y)λ(1, y)dy montre que la mesureλ(1, y)dy appartient àM1(R). Dans tout ce qui suit on identifiera

donc la fonctiony → λ(1, y) avec un élément deM1(R) et on fera de même avec la fonctiony → λε(y) :=
1√
ε
λ(1, y/

√
ε) (ε > 0).

Soientm ∈ M1(R) et m = ψ dx + ν sa décomposition de Radon–Nikodym par rapport à la mesure
de Lebesgue. Soientψ+ = ψ1[0,∞[ et ψ− = ψ1]−∞,0[. Définissons la fonction 1/ψ+ par 1/ψ+(x) si
0<ψ+(x) <+∞, par 0 sinon, et la fonction 1/ψ− de la même manière. On définitL :M1(R)→ R par :

L(m)=
(

4
∫

1

ψ+(x)
dx +

∫
1

ψ−(x)
dx

)
∧

(
4
∫

1

ψ−(x)
dx +

∫
1

ψ+(x)
dx

)
.

Soitϕ : [0,1] → R
+, ϕ(0) = 0, ϕ continue, on notem = +ϕ l’image de la mesure de Lebesgue sur[0,1]

parϕ, soit :

∀h continue,
∫ 1

0
h(ϕs)ds =

∫
R

h(y)(+ϕ)dy.

Soitϕ∗ la réarrangée croissante deϕ ; d’après [6], nous avons les résultats suivants :
• ϕ∗ est non décroissante,ϕ∗(0)= 0 et+ϕ∗ =+ϕ.
• Si ϕ ∈ HH , alorsϕ∗ ∈HH et on a

∫ 1
0 ϕ̇∗(s)2 ds �

∫ 1
0 ϕ̇(s)2 ds.

• Soit m = ψ dx + ν sa décomposition de Radon–Nikodym, alors, d’après [6, Appendice 3, p. 78] il

n’est pas difficile de voir que
∫ 1

0 ϕ̇∗(s)2 ds = ∫
R

1
ψ
(x)dx.

3. Grandes déviations

Nous avons le résultat principal suivant :

THÉORÈME 3.1. – Soit� un borélien deM1(R). Alors on a:

− inf
m∈�0

L(m) � lim inf
ε→0

ε logP(λε ∈ �) � lim sup
ε→0

ε logP(λε ∈ �) � − inf
m∈�̄

L(m).

La démonstration de ce théorème est basée sur le résultat classique suivant :

THÉORÈME 3.2 (Principe de contraction). –Soit E un espace métrique séparable,µε (ε > 0) une
famille de probabiliés surE, I :E → R

+ tels que:
(i) I est s.c.i.
(ii) ∀l > 0, {e ∈ E; I (e) � l} est un compact.
(iii) ∀� borélien deE,
alors

− inf
e∈�0

I (e)� lim inf
ε→0

ε logP(µε ∈ �) � lim sup
ε→0

ε logP(µε ∈ �) � − inf
e∈�̄

I (e).

Soient maintenantF un second espace topologique séparable et+ : E → F , continue. Soitνε l’image de
µε par + et J (f ) = inf{e; +(e)=f } I (e) (= +∞ si+−1(f ) = ∅). Alors (F, J, νε) possède les propriétés
(i), (ii) et (iii) .
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Démonstration du Théorème3.1. – Soit+ : C0 →M1(R) défini par :

∀h continue,
∫ 1

0
h
(
ϕ(s)

)
ds =

∫
R

h(y)(+ϕ)dy.

Il est clair que+ est continue.
Soitµε l’image de la loi du mouvement brownien fractionnaire par la dilatation de

√
ε. Alors, d’après [8],

la familleµε satisfait un principe de grandes déviations, dans l’espace des fonctions continues muni de la
norme uniforme, avec la bonne fonction de taux :

I (h) = inf

{
1

2

∫ 1

0
ḣ2(s)ds; ḣ ∈ L2([0,1]), h(·) =

∫ .

0
KH(·, s)ḣ(s)ds

}
.

D’autre part, la formule d’occupation implique que l’image deµε par+ est la loi deλε . Ainsi, d’après le
principe de contraction(M1, λ

ε, J ) satisfait un P.G.D. avec la bonne fonction de taux :

J (m)= inf{ϕ; +(ϕ)=m} I (ϕ)

= inf{ϕ; +(ϕ)=m} inf

{
1

2

∫ 1

0
ϕ̇(s)2 ds; ϕ̇ ∈ L2, ϕ(·)=

∫ .

0
KH(·, s)ϕ̇(s)ds

}

= 1

2
inf

{ϕ∈HH ; +(ϕ)=m}

∫ 1

0
ϕ̇(s)2 ds.

Le Théorème 3.1 sera donc prouvé si l’on montre le :

LEMME 3.3. –J (m)= 1
2L(m).

Démonstration. –On commence par montrer cette égalité dans le cas suppm ⊂ [0,∞[. Notons que
J (m) = +∞ si +−1(m) = ∅ ou si+−1(m) ∩ HH = ∅. Soit doncm telle qu’il existeϕ ∈ HH et+ϕ = m

(ϕ � 0 car suppm⊂ [0,+∞[). Soitϕ∗ la réarrangée croissante deϕ. On a donc

ϕ∗ ∈HH ,

∫ 1

0
ϕ̇∗(s)2 ds �

∫ 1

0
ϕ̇(s)2 ds et

∫ 1

0
ϕ̇∗(s)2 ds =

∫
R

1

ψ
(x)dx.

DoncJ (m)= 1
2L(m) et le lemme est prouvé dans ce cas.

On ne suppose plus que suppm ⊂ [0,∞[. Soit comme précédemmentϕ ∈ HH et +ϕ = m. Soit a =
infs∈[0,1] ϕ(s) (a < 0 etα = infs{ϕ(s)= a}). On définitϕ+ = 0∨ϕ, ϕ−

1 = 0∧ ϕ1[0,α] etϕ−
2 = 0∧ ϕ1[α,1].

Soitϕ∗ obtenue par recollement de :
– la réarrangée décroissanteϕ−∗

1 deϕ−
1 ,

– la réarrangée décroissanteϕ−∗
2 deϕ−

2 et
– la réarrangée croissanteϕ+∗ deϕ+.
Il est clair que+ϕ∗ =+ϕ et qu’en passant deϕ àϕ∗ on a diminué

∫ 1
0 ϕ̇2(s)ds.

On a donc :

inf
+ϕ=m

∫ 1

0
ϕ̇(s)2 ds = inf

{ρ; 0�ρ�ψ−}

(∫
R

1

ψ+ (x)dx +
∫

R

1

ρ
(x)dx +

∫
R

1

ψ− − ρ
(x)dx

)
.

Mais :
∫

R

1
ρ
(x)dx + ∫

R

1
ψ−−ρ

(x)dx = ∫
ψ−

ρ(ψ−−ρ)
(x)dx. Posonsρ(x)= k(x)ψ−(x) (0 � k(x)� 1) ; on a∫

ψ−
ρ(ψ−−ρ)

(x)dx = ∫ 1
ψ−k(1−k)

(x)dx. Il est alors clair que cette quantité est minimum quandk(x)(1−k(x))
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est maximum. Elle vaut alors14. Par conséquent :

inf
+ϕ=m

∫ 1

0
ϕ̇(s)2 ds =

∫
1

ψ+ (x)dx + 4
∫

1

ψ− (x)dx.

Cette formule a été obtenue lorsqueϕ atteint son minimum avant d’atteindre son maximum. D’où le lemme
et sa forme symétrique dans la situation générale.✷

COROLLAIRE 3.4 (Varadhan). –Soitφ : M1(R)→ R, φ continue et minorée. Alors:

lim
ε→0

ε logE

[
exp

(−φ(λε)

ε

)]
= − inf

m∈M1(R)

(
L(m)+ φ(m)

)
.

La démonstration de ce corollaire est classique à partir du (Théorème 2.1.10,voir [5]). ✷
Remarque3.5. – Si on prend dans le corollaire précédentφ(µ) = ∫

R
f (s)dµ(s), f borélienne bornée.

Alors, l’application du Corollaire 3.4 coïncide avec le principe classique de grandes déviations pourBH .
En effet :

lim
ε→0

ε logE

[
exp(

−1

ε
φ
(
λε

)] = lim
ε→0

ε logE

[
exp

(−1

ε

)∫
R

f (x)
1√
ε
λ

(
1,

x√
ε

dx

)]

= lim
ε→0

ε logE

[
exp

(−1

ε

)∫ 1

0
f

(√
εBH

s

)
ds

]

= −
(

inf
{ϕ∈HH }

1

2

∫ 1

0
ϕ̇(s)2 ds +

∫
R

f
(
ϕ(x)

)
dx

)

= − inf
{ϕ∈HH ; +(ϕ)=m}

{
1

2

∫ 1

0
ϕ̇(s)2 ds +

∫
R

f (x)m(dx)

}

= − inf
m∈M1(R)

(
L(m)+ φ(m)

)
.

* Cette Note a été rédigée au moment où l’auteur était en visite au département de Probabilités Nancy I (France),
dans le cadre de l’action intégrée MA/01/02.
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