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Résumé Un échantillon deN variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
est considéré. Supposons que la densité appartienne à un espace de Hölder. Un test
asymptotiquement minimax est construit pour le problème de test de l’hypothèse nulle : la
densité appartient à un ensemble paramétrique, contre l’alternative : la densité est séparée
de l’ensemble paramétrique pour la distance dans L2[0,1]. Pour citer cet article : C. Pouet,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 913–916.  2002 Académie des sciences/Éditions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

Asymptotically minimax test for a composite null hypothesis in the
density model

Abstract Consider a sample ofN random variables independent and identically distributed. Assume
the density function belongs to a Hölder space. We construct an asymptotically minimax
test and obtain the miximax rate of testing for the problem: the density function belongs to
a parametric set versus the alternative: the distance in L2[0,1] between the density function
and the parametric set is bounded away from 0.To cite this article: C. Pouet, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 913–916.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques
et médicales Elsevier SAS

1. Introduction

Considérons un échantillon deN variables aléatoires réelles,X1, . . . ,XN , indépendantes et de même
densitéf . D’un point de vue pratique, il est intéressant pour un statisticien de commencer par réaliser un
test d’adéquation à une famille de lois plutôt qu’ à une loi précise. De tels exemples de tests sont fournis
par les tests d’adéquation de Kolmogorov, von Mises–Smirnov ou du chi-deux (voir [1], Chapitre III). Le
but poursuivi ici est d’étudier le problème de test d’une hypothèse nulle composite contre une alternative
non-paramétrique avec l’approche minimax asymptotique.

Notons‖ · ‖ la norme euclidienne deRk , ‖ · ‖2 la norme usuelle sur l’espace L2[0,1] et f (k) la k-
ième dérivée d’une fonctionf . Soit H(β,L) la classe de Hölder de paramètresβ = r + α(0< α � 1) et
L : H(β,L)= {f ∈ L2[0,1] : |f (r)(x)−f (r)(y)| � L|x−y|α}, et soitD1 l’ensemble des densités à support
dans l’intervalle[0,1].
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L’hypothèse nulle est constituée de l’ensemble�(�) famille paramétrique de densités indexée par�,
sous-ensemble borné deRk, et telle que�(�) ⊂ H(β,L) ∩ D1. L’alternative est formée par�n(C),
ensemble des densités qui est séparé de�(�) pour la distance usuelle dans L2[0,1] : �(CψN) = {f ∈
H(β,L) ∩D1 : infθ∈� ‖f − fθ‖2 � CψN }, oùC est une constante etψN une suite décroissante, tendant
vers 0 quandN tend vers l’infini. Le problème de test que nous considérons s’écrit

H0 : f ∈�(�), (1)

contre

H1 : f ∈�(CψN). (2)

DÉFINITION. – Lavitesse minimax de testest définie comme étant la suiteψN > 0 qui vérifie les deux
conditions suivantes : pour tout 0� δ � 1 (niveau de test),

∃Ĉ > 0, ∀C < Ĉ : lim
N→∞ inf

�N

{
sup
θ∈�
Pfθ (�N = 1)+ sup

f∈�(CψN)
Pf (�N = 0)

}
� δ, (3)

et

∃�C, ∃�̄N , ∀C > �C : lim
N→∞

{
sup
θ∈�
Pfθ (�̄N = 1)+ sup

f∈�(CψN)
Pf (�̄N = 0)

}
� δ. (4)

Le test��N est appelétest asymptotiquement minimax.

Remarque1. – Ĉ et �C dépendent a priori du niveau de test fixé à l’avance et des paramètres caractérisant
la régularité de l’espace fonctionnel.

Remarque2. – La condition (3) signifie qu’il n’existe aucun test garantissant que la somme des erreurs
soit plus petite qu’un niveau de testδ si l’alternative s’approche trop rapidement de l’hypothèse nulle. La
condition (4) signifie qu’il existe un test qui nous garantit que la somme des erreurs ne dépasse pas le niveau
de testδ si l’alternative s’approche à une vitesse « raisonnable » de l’hypothèse nulle.

2. Résultats

Avant de construire notre test et de formuler le résultat, nous présentons les hypothèses requises sur
l’ensemble�(�). L’hypothèse (A.1) concerne l’existence d’une fonction particulière dans�(�) :

HYPOTHÈSE (A.1). – Il existe une fonctionfθ0 ∈ �(�) telle quefθ0 ∈ H(β,L′) avec L′ < L et
d = inft∈[0,1] fθ0(t) > 0.

L’hypothèse (A.2) impose une régularité enθ de l’espace�(�) :

HYPOTHÈSE(A.2). – Il existeν > 0 etQ > 0 tels que pour toutθ ∈ � et toutτ ∈ �, ‖fθ − fτ‖2 �
Q‖θ − τ‖ν .

Soit δ le niveau du test, 0< δ < 1.
Maintenant, nous construisons explicitement la procédure de test. Posonsn = [

N2/(4β+1)
]

(où [·]
désigne la partie entière) etψN = N−2β/(4β+1). L’intervalle [0,1] est divisé enn sous-intervalles égaux,
A1,n, . . . ,An,n : Aj,n = [ j−1

n
,
j
n

]
pourj = 1, . . . , n. Notons 1A(t) la fonction indicatrice d’un ensembleA.

Posonscj,n(f )=
∫
Aj,n
f (t)dt et kj,n =∑N

l=1 1Aj,n(Xl). Le test��N est défini de la manière suivante,

��N =
{

0 si infθ∈�
∑n
j=1(nkj,n/N − ncj,n(fθ ))2< n2/N + (n3/2/N)f∗(4/δ)1/2,

1 si infθ∈�
∑n
j=1(nkj,n/N − ncj,n(fθ ))2 � n2/N + (n3/2/N)f∗(4/δ)1/2,

où f∗ = supf∈H(β,L)∩D1
sup0�t�1 |f (t)|. Cette quantité peut être calculée dans certains cas (voir [7] pour

un problème similaire).

THÉORÈME. – Sous les hypothèses(A.1) et (A.2), le test�̄N défini ci-dessus est asymptotiquement
minimax etψN =N−2β/(4β+1) est la vitesse minimax pour le problème de test(1), (2).
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Ce résultat appelle plusieurs commentaires. Tout d’abord, ce théorème généralise le résultat énoncé
dans [4] concernant le test d’hypothèse dans le modèle de densité avec la loi uniforme sur[0,1] comme
hypothèse nulle. La vitesse minimax pour l’hypothèse nulle composite reste la même que dans le cas de
l’hypothèse nulle simple ; nous ne connaissons pas la constante exacte de séparation qui est aussi inconnue
dans le cas d’une hypothèse nulle simple.

Pour une niveau de test fixé par le statisticien, le théorème présente un test asymptotiquement minimax
qui peut être construit explicitement et un ordre de grandeur pour la distance entre l’hypothèse nulle et
l’alternative. Ce résultat est intéressant car dans de nombreux cas, les tests proposés permettent d’obtenir
une erreur de première espèce donnée et ne sont évalués que par l’erreur de seconde espèce sur une suite
d’alternatives simples (voir [2] et [11]). Cette approche tend à laisser de côté la richesse de l’ensemble des
alternatives.

Le théorème présenté s’étend au cas de densités définies sur un intervalle[a, b], −∞ < a < b <∞.
L’étude des preuves permet de conjecturer que le résultat peut aussi être étendu au cas des densités à
support surR. Ce théorème est à notre connaissance l’un des premiers à présenter un test asymptotiquement
minimax et la vitesse minimax dans le cadre du modèle de densité pour une hypothèse nulle composite avec
la norme L2[0,1] comme distance. Certains résultats existent dans le modèle de densité pour des hypothèses
nulles composites spécifiques telles que la symétrie ou l’indépendance (voir [5]). De nombreux résultats
existent dans le cadre du modèle de régression discrète (voir [3,6] et [10]) et dans le modèle de bruit blanc
Gaussien (voir [9]).

3. Idée de la preuve pour la borne supérieure

La preuve de la borne supérieure s’effectue en deux temps : l’étude de l’erreur de première espèce et
l’étude de l’erreur de deuxième espèce. Nous commencerons par l’erreur de première espèce.

Si le vrai paramètre estθ ′, la statistique de test vérifie

inf
θ∈�

(
n∑
j=1

(
nkj,n

N
− ncj,n(fθ )

)2
)

�
n∑
j=1

(
nkj,n

N
− ncj,n(fθ ′ )

)2

.

Le terme de droite de cette inégalité s’écrit comme la somme de deux termes,
n∑
j=1

(
nkj,n

N
− ncj,n(fθ ′ )

)2

= L1(θ
′)+L2(θ

′),

avec

L1(θ
′)=

N∑
k,l=1k �=l

(
n

N

)2 n∑
j=1

(
1Aj (Xk)− cj,n(fθ ′)

)(
1Aj (Xl)− cj,n(fθ ′)

)+ n
2

N
,

L2(θ
′)= n

2

N

n∑
j=1

cj,n(fθ ′)
2 − 2

N∑
k=1

n∑
j=1

1Aj (Xk)cj,n(fθ ′).

Alors, on a l’inégalité suivante

Pfθ ′ (�̄N = 1)� Pfθ ′
(
L1(θ

′)� TN
)+ Pfθ ′

(
L2(θ

′) > 0
)
,

oùTN = n2/N + (n3/2/N)f∗(4/δ)1/2.
L’inégalité de Chebyshev conduit à une majoration pourPfθ ′ (L1(θ

′)� TN) :

Pfθ ′
(
L1(θ

′)� TN
)
� 2n3(N − 1)f 2∗
N3(TN − n2/N)2

.

Le choix du seuilTN implique que le membre de droite de l’inégalité précédente est majoré parδ/2.
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L’inégalité de Chebyshev permet aussi de majorer la probabilitéPfθ ′ (L2(θ
′) > 0) :

Pfθ ′
(
L2(θ

′) > 0
)
� 4f 3∗
N(C1 −C2n−β)2

,

oùC1 etC2 sont des constantes ne dépendant que des paramètresβ etL de l’espace de Hölder considéré.
Quant à l’erreur de deuxième espèce, il faut considérer une densité dans l’alternative. Soitf une telle

densité. La statistique de test se décompose en deux parties, l’une ne dépendant que def et l’autre faisant
apparaître l’ensemble�,

Pf (�̄N = 0)� Pf
(
R1(f )� TN − 2

n3/2

N
f∗
(

4

δ

)1/2)
+Pf

(
R2(f )� 2

n3/2

N
f∗
(

4

δ

)1/2)
, (5)

avec

R1(f )=
n∑
j=1

(
nkj,n

N
− ncj,n(f )

)2

,

R2(f )= inf
θ∈�

{
2
n∑
j=1

(
nkj,n

N
− cj,n(f )

)
n
(
cj,n(f )− cj,n(fθ )

)+ n2
n∑
j=1

(
cj,n(f )− cj,n(fθ )

)2}
.

Le raisonnement qui a conduit à la borne supérieure pour l’erreur de première espèce s’applique au premier
terme du membre de droite de l’inégalité précédente et permet de le majorer parδ/2. L’inégalité de
Bernstein (voir [8]) permet de montrer que le second terme du membre de droite de (5) tend vers 0 lorsque
le nombre d’observationsN tend vers l’infini.

4. Idée de la preuve pour la borne inférieure

La preuve de la borne inférieure s’apparente à la preuve de la borne inférieure dans le cas d’une hypothèse
nulle simple (voir [4]).
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