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Résumé Un échantillon deN variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
est considéré. Supposons que la densité appartienne a un espace de Holder. Un test
asymptotiquement minimax est construit pour le probleme de test de I'hypothése nulle : la
densité appartient a un ensemble paramétrique, contre I'alternative : la densité est séparée
de I'ensemble paramétrique pour la distance daii6,l1]. Pour citer cet article: C. Pouet,
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Asymptotically minimax test for a composite null hypothesisin the
density model

Abstract Consider a sample @¥ random variables independent and identically distributed. Assume
the density function belongs to a Holder space. We construct an asymptotically minimax
test and obtain the miximax rate of testing for the problem: the density function belongs to
a parametric set versus the alternative: the distancelid, L] between the density function
and the parametric set is bounded away froridcite this article: C. Pouet, C. R. Acad.

Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 913-916. 0 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques
et médicales Elsevier SAS

1. Introduction

Considérons un échantillon d€ variables aléatoires réelleXy, ..., Xy, indépendantes et de méme
densitéf. D'un point de vue pratique, il est intéressant pour un statisticien de commencer par réaliser un
test d’adéquation a une famille de lois plutét qu’ a une loi précise. De tels exemples de tests sont fournis
par les tests d’adéquation de Kolmogorov, von Mises—Smirnov ou du chi-geir{1], Chapitre Ill). Le
but poursuivi ici est d’étudier le probléme de test d’une hypothése nulle composite contre une alternative
non-paramétrique avec I'approche minimax asymptotique.

Notons|| - || la norme euclidienne d&*, || - |2 la norme usuelle sur I'espacell, 1] et f® la k-
ieme dérivée d’une fonctioni. Soit H(8, L) la classe de Holder de parameéetfes-r + a(0 <a < 1) et
L:HB,L)={feLl0,1]:|f"x)— f(y)| < L|lx—y|%}, et soitD; 'ensemble des densités & support
dans l'intervallg0, 1].

Adresse e-mailpouet@cmi.univ-mrs.fr (C. Pouet).

0 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés
S1631-073X(02)02358-0/FLA 913



C. Pouet / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 913-916

L'hypothése nulle est constituée de I'ensembl@) famille paramétrique de densités indexée @ar
sous-ensemble borné @, et telle quex(®) c H(B, L) N D1. Lalternative est formée pan, (C),
ensemble des densités qui est sépar&d®) pour la distance usuelle dans[D, 1] : A(Cyy) ={f €
H(B,L) N Dy :inface || f — foll2 = C¥n}, OUC est une constante gty une suite décroissante, tendant
vers 0 quanaV tend vers l'infini. Le probléme de test que nous considérons s’écrit

Ho: [feX(O), (1)
contre

Hi: feACYn). @)

DEFINITION. — Lavitesse minimax de tesst définie comme étant la suifgy > 0 qui vérifie les deux
conditions suivantes : pour toutQs < 1 (niveau de test),

3C>0,VC <C: lim inf{supr,,(ANzl)—i— sup Pf(AN=O)}>8, 3)
N—=oo AN Lge@ FEACYN)
et
3C, 3Ay, YVC > C: lim {supre(AN=1)+ sup Pf(AN=0)}<8. 4)
N—oo Lgep FeACYN)

Le testAy est appeléest asymptotiqguement minimax

Remarquel. —C etC dépendent a priori du niveau de test fixé a I'avance et des paramétres caractérisant
la régularité de I'espace fonctionnel.

Remarque2. — La condition (3) signifie gqu’il n’existe aucun test garantissant que la somme des erreurs
soit plus petite qu’un niveau de tessi I'alternative s’approche trop rapidement de I'hypothése nulle. La
condition (4) signifie qu’il existe un test qui nous garantit que la somme des erreurs ne dépasse pas le niveau
de tests si I'alternative s’approche a une vitesse «raisonnable » de I'hypothése nulle.

2. Résultats

Avant de construire notre test et de formuler le résultat, nous présentons les hypothéses requises sur
'ensembleX (®). L'hypothese (A.1) concerne I'existence d’'une fonction particuliére dai) :

HYPOTHESE (A.1). — Il existe une fonctionfy, € £(®) telle que fz, € H(B, L) avecL’ < L et
d =infi¢0,1 foo () > 0.

L'hypothése (A.2) impose une régularité @ule I'espaces(0) :

HYPOTHESE(A.2). — Il existev > 0 et O > 0 tels que pour touf € © et toutt € O, || fy — frll2 <
ol1e — "

Soit$ le niveau du test, & § < 1.

Maintenant, nous construisons explicitement la procédure de test. Pasensv?“#+D] (ou [-]
désigne la partie entiére) gty = N~28/“4F+D_ Iintervalle [0, 1] est divisé em sous-intervalles égaux,
Avpy oy Apn i Ajp = [Jn;l L] pourj =1,...,n. Notons 1 (¢) la fonction indicatrice d’'un ensemble.

Posong:; ,(f) = fA,-n f@dretk;, = ZlNzl 14;,(X)). Le testAy est défini de la maniére suivante,

< _ O siinfoce 35 1 (ukjn/N = ncjn(fa))? <n?/N + %2/ N) f.(4/8)12,
YT\ 1 siinfeo Y1y (nkjn/N —ncja(fo))? = n2/N + 2/ N) f(4/8)Y/2,

OU fi = SUPren(g,1)nD; SUR<:<1 | (1)]. Cette quantité peut étre calculée dans certainsveas[{(] pour
un probléme similaire).

THEOREME —Sous les hypothéséa.1) et (A.2), le test Ay défini ci-dessus est asymptotiquement
minimax etyy = N—28/(4+D est |a vitesse minimax pour le probléme de (&3t(2).
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Ce résultat appelle plusieurs commentaires. Tout d’abord, ce théoréme généralise le résultat énoncé
dans [4] concernant le test d’hypothése dans le modéle de densité avec la loi unifofidelfaomme
hypothése nulle. La vitesse minimax pour I’hypothése nulle composite reste la méme que dans le cas de
I'hypothése nulle simple ; nous ne connaissons pas la constante exacte de séparation qui est aussi inconnue
dans le cas d’une hypothése nulle simple.

Pour une niveau de test fixé par le statisticien, le théoréme présente un test asymptotiquement minimax
qui peut étre construit explicitement et un ordre de grandeur pour la distance entre I'hypothése nulle et
I'alternative. Ce résultat est intéressant car dans de nombreux cas, les tests proposés permettent d’obtenir
une erreur de premiére espéce donnée et ne sont évalués que par I'erreur de seconde espéce sur une suite
d’'alternatives simples/pir [2] et [11]). Cette approche tend a laisser de c6té la richesse de I'ensemble des
alternatives.

Le théoréeme présenté s'étend au cas de densités définies sur un intervalle-co < a < b < oco.

L'étude des preuves permet de conjecturer que le résultat peut aussi étre étendu au cas des densités a
support suiR. Ce théoréme est a notre connaissance I'un des premiers a présenter un test asymptotiquement
minimax et la vitesse minimax dans le cadre du modéle de densité pour une hypothése nulle composite avec
la norme [0, 1] comme distance. Certains résultats existent dans le modéle de densité pour des hypothéses
nulles composites spécifiques telles que la symétrie ou I'indépendaricgy]). De nombreux résultats

existent dans le cadre du modéle de régression diseréitd 8,6] et [10]) et dans le modéle de bruit blanc
Gaussienyoir [9]).

3. ldéedelapreuve pour labornesupérieure

La preuve de la borne supérieure s’effectue en deux temps : I'étude de I'erreur de premiére espéce et
I'étude de I'erreur de deuxiéme espéce. Nous commencerons par I'erreur de premiére espéce.
Si le vrai parametre est, la statistique de test vérifie

" /nk; 2 " /nk; 2

. N N

Jnf (Zl ( N an,n(f9)> ) < Zl ( N an,n(f@/)) :
Jj= j=

Le terme de droite de cette inégalité s’écrit comme la somme de deux termes,

u I’lkjn 2 / /
Z( N’ —ncj,n(fa/)> =L1(0)+ L2(6"),

j=1
avec

N 2 n
Li6)=Y" (%) 3" (@4, (X0 = ¢in(fa)) (La, (XD) = cn(for)) +

2
N’
k’l:]‘k?ﬁl j=1

2 n N n
Lo(0) = 5 D cjufo)? =23 3 14, (X)cjnfo):
j=1

k=1j=1
Alors, on a I'inégalité suivante
Py, (An=1) < Py, (L1(0") > Tw) + Py, (L2(6") > 0),
oUTy =n?/N + (n¥?/N) f,(4/8)1/2.
L'inégalite de Chebyshev conduit a une majoration pBgr(L1(0") > Ty) :
2n3(N — 1) f2
N3(Ty —n2/N)2’
Le choix du seuill’y implique que le membre de droite de I'inégalité précédente est majosépar

Py, (L10) > Ty) <
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L'inégalité de Chebyshev permet aussi de majorer la probalfifiiéL2(6") > 0) :

453
N(Cy— Con—F)2’
ouC1 etC2 sont des constantes ne dépendant que des paraiétésde I'espace de Holder considéré.
Quant a I'erreur de deuxieme espece, il faut considérer une densité dans I'alternative uBeitelle
densité. La statistique de test se décompose en deux parties, 'une ne dépendant etéalgre faisant
apparaitre 'ensembl@,

- 32 rp\1/2 32 sa\1/2
Pr(Ay=0) < Py (Rl(f) < Ty — 2”7]‘* (3) ) + Py (Rz(f) < Z”Tf*< ) ) (5)

Py, (L2(8") > 0) <

5
avec
" I’lkj,n 2
Ri(f)=) (= —nein(H)
j=1
. ~ (nkjn .
Ro(f) = int {22 (" N ij(f))”(cj,n(f) —cjn(fo) +n2)_ (cjn(f) = Cj,n(fe))z}-
j=1 j=1

Le raisonnement qui a conduit & la borne supérieure pour I'erreur de premiére espéece s’applique au premier
terme du membre de droite de l'inégalité précédente et permet de le majoréfQdrinégalité de
Bernstein Yoir [8]) permet de montrer que le second terme du membre de droite de (5) tend vers 0 lorsque
le nombre d’observation¥ tend vers l'infini.

4. |déedelapreuvepour laborneinférieure

La preuve de la borne inférieure s’apparente a la preuve de la borne inférieure dans le cas d’'une hypothese
nulle simple yoir [4]).
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