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Résumé On considére un groupe symplectigsiget une paire duale réductive et irréductitd® G')
deSpau sens de R. Howe. On désigne péresp.g’) les algébres de Lie d& (resp.G’). T.
Przebinda définit une application appelée intégrale de Cauchy Harish-Chandra &motée
qui associe a toute fonction d&(g) une fonction définie sug’ "9, I'ouvert des éléments
semi-simples réguliers. Dans cette Note, on montre que ces fonctions sont des intégrales
invariantes si la paire est de type Il et elles possédent les propriétés locales des intégrales
invariantes si la paire est formée de groupes unitaires de méme rang. Les relations de sauts
sont alors obtenues & une constante multiplicative s citer cet article: F. Bernon,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 945-948. O 2002 Académie des sciences/Editions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

Properties of the Cauchy Harish-Chandra integral for some dual
pairs of Lie algebras

Abstract We consider a symplectic gropand an reductive and irreductible dual pait, G’) in Sp
in the sense of R. Howe. Lgt(resp.g’) be the Lie algebra of (resp.G’). T. Przebinda has
defined a mayChc, called the Cauchy Harish-Chandra integral from the space of smooth
compactly supported functions gfto the space of functions defined on the openg&&#
of semisimple regular elements gif We prove that these functions are invariant integrals
if G andG’ are linear groups and they behave locally like invariant integrais and G’
are unitary groups of same rank. In this last case, we obtain the jump relations up to a
multiplicative constant which only depends on the dual Jaicite thisarticle: F. Bernon,
C.R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 945-948. 0 2002 Académie des sciences/Editions
scientifiqgues et médicales Elsevier SAS

1. Définition de Chc

Soit (W, ()) un espace symplectique ; on n@ple groupe des isométries de cet espacgdtalgebre
de Lie deSp On désigne par® une mesure de Lebesgue suir On considere une paire duale réductive
irréductible(G, G") deSpau sens de Howef. [4]). Les algebres de Lig et g’ de ces groupes peuvent étre
considérées comme des sous-algébres de Lip.de
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Soith’ une sous-algebre de Cartan@e On noteA’ la partie déployée d#l’, le sous-groupe de Cartan
de G’ d’'algebre de Lidy’. On désigne pad” (resp.A”’) le centralisateur d&’ (resp.A”) dansSp On fixe
une mesure de Haar sif” notée @ et une mesure de Lebesgue sli'algébre de Lie deA”) notée d.

(xw,w)

[
Pourx € a” etw € W, on posey, (w) =e2 .
D’apres le Lemme 1.7 de [5], il existe un ouvert demgg, de W tel que

s/14”/ \ WA///

pour toutg € D(a”) ol cw désigne la mesure sur’” —invariante surd”\ W4~ qui vérifie

/ q)(w)dw:/ ¢(a-w)dadw
w AYNW g S A

pour toutp € C.(W,4»). Cela permet de donner la définition suivante :

/ ¢<x>xx<w>dx’dw <00

DEFINITION 1.1.—Poukp € D(a”), on pose :

Chag) = / ¢ () 12 (w) dx chi.

A"\W ym Ja”

Remarquel. — Sif’ est une sous-algebre de Cartan compactg’ ddors Chc est la transformée de
Fourier de la mesure de Liouville associée a une orbite nilpotente minimale éeune constante
multiplicative pres.

Pourx’ € §'™9 ('ouvert des éléments réguliers &6, I'applicationi,  : g — a” définie pari, (x) =
x + x’ est transverse au front d’'onde @acd’apres la Proposition 1.8 de [5]. On peut donc définir I'image
réciproquei’,(Cho) de Chc par linjectioni,.. Dans la suite, pouy € D(g) et x’ € h’"®9, on utilise la
notationChc(y) (x") pour désignei, (Cho)(v), ainsiChc(y) est une fonction définie sif©9.

L'application moment :

7g: W — ¢* (le dual deg) w+— (x € g+ (xw, w))

est G-invariante pour les actions naturelles @esur W et g*. De méme, on peut définir I'application
Ty W—g'*

Soit(G, G') une paire dite « stable range » ([5], p. 307) avec(difh < dim(G). On sait qug = g0 r;l
induit une injection de I'ensemble des orbites nilpotenteg'dedans I'ensemble des orbites nilpotentes
de g*. Pour une orbite nilpotent® de g* ou g’* notonsj la transformée de Fourier de la mesure de
Liouville attachée a I'orbité). D’aprés le Théoréme 1.19 de [5], a une constante multiplicative pres, on a

I'égalité :

%Che(y) (x) dx’, @)

N 1 . , ,
o) = o [,/regﬂo’(x )| det{ad’) g 1)

ou O’ est une orbite nilpotente dg, O = j (O, |W(H’)| désigne le cardinal du groupe de WeylHé La
somme porte sur un systeme de représentants de sous-algebres de Cgirtan de

L'égalité (1) suggére, en comparaison avec la formule de H. Weyl, que la fonGhamiy ),
convenablement normalisée, posséde au moins localement les propriétés d’'une intégrale invariante de
Harish-Chandra. Nous montrons que c’est le cas pour les paires duales de type Il, c'est-a-dire de la forme
(GL, (D), GL,, (D)) avecD =R, C ouH etn, m € N et nous étudions le cas des paires de groupes unitaires
de méme rang.
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2. Résultats

On munit les groupe&’ et H' de mesures de Haar associées a une fasfi@variante non dégénérée
surg’ (cf.[3]) et on munit I'espac&’/H’ de la mesure quotient. On a le résultat suivant obtenu grace a la
Proposition 7.21 de [5] :

THEOREME 2.1 ([1]). —Si la paire (G, G’) est de typdl avecdim(G) > dim(G’), pouryr € D(g), il
existe une fonctiop € D(g') telle que

Che(y) (x') = /

P(g-x")dg.
G'/H’

Dans la suite de cette Note, on s’intéresse au ca§ @l G’ sont des groupes unitaires. Pour cela, on
introduit les notations suivantes :

Soientn, p,q,r,s e Ntelsquep +g=r+s=netn>1. 0On poseG =U(p,q), G =U(r,s) et
g =u(r, s). Pour unR-espace vectoriet, on NoteX¢ son compléxifié. On désigne péirla sous-algebre
de Cartan diagonale (compacte) gle Pour 1< i < n, on noteE; la matrice élémentaire dont le seul
coefficient non nul est sur laeéme colonne et la-eéme ligne et vaut 1. La familleE;)1<; <, constitue une
base dé)-. On note( fi)1<i<» la base duale de€;)1<; <, €t on considére la fonction polynomiatesur
b suivante :

= [ i—m-

1<i<j<n

On désigne pak’ I'ensemble des racines ésuivant{ f; — f; | 1 <i <r < j <n}. OnnoteR’ 'ensemble
des systemes de racines fortement orthogonalés deour chaque élémefitde 2/, on associe une sous-
algebre de Cartahig ; on notecs : b —> h%,c la transformée de Cayley correspondantarn([6]). Cette
application induit un isomorphisme entre les algebres symétriqueshSyrat Syrr(h’s,(c) que 'on note

ausskcs. LensembleS s’identifie & un sous-ensemble de racines réellég dea I'applicationa - « ocgl.

On considére ausdjg'® 'ensemble des éléments de b5 qui ne sont annulés pour aucune racine
imaginaire non compacte dg .

Il existe sur I'espacéV = C" ® C" une structure d’espace symplectique réelle telle que I'actio@ de
(resp.G’) sur la premiere (resp. la deuxieme) composante induise une injectioh(desp.G’) dans le
groupe symplectiqguBpassocié a et telle que la pairéG, G’) constitue une paire duale &p

SoientS € €/, o une racine dé telle queS U {a o c5 '} € Q' et¢ une fonction définie suy; ° ("ouvert
des éléements réguliers d¢). On désigne paf, la coracine dex. PourX e b semi-régulier tel que
a(X) =0, siles limites

Iimoqb(X +itH,) et Iin?J ¢ (X +itHy)
tt;)O tt_<)0

existent, on notég), (X) la différence entre la premiére limite et la deuxieme.
Soit$ € . Poura € 8, on sait quex o cgl est une racine réelle dg. On pose poux’ € b

es(x) = sign( H Qo cgl(x’)> .

a€ed

reg .
s -

Par analogie avec la définition de l'intégrale invariante de Harish-Chandra, on considére la définition
suivante :
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DEFINITION 2.2.—Pous € ', on pose poux’ € hg °:

Che()s (x') =77 (c5 (') es (x) Che(@) (x).

L'algebre symetrique Syth; ) s'identifie a 'espace des opérateurs différentiels a coefficients constants
deb’. Notre résultat principal est le :

THEOREME 2.3 ([1]). — Pour 8 € €/, il existe une constant€s < R telle que poury € D(g), on ait:
(1) LafonctionChc(y)s est lisse sub’g .
(2) LafonctionChc(yr)s est a support borné modulg (la partie compacte dgy).
(3) Pourw e Sym(hg’(c), la fonctiond (w) Che(y)s est localement bornée.
(4) Pourw e Sym(by (), la fonctiona (w) Che(i)s se prolonge par continuité suyg™.
(5) Pour une racinex deb’ vérifiantS U {a o cs} € @, on a I'égalité:

(8(w) Che(¥)s ), (X) =iCsd(w") Che(¥) sufuocs) (X)),

ou X est un élément semi-régulier gg tel quea(X) =0etw’ = cgu{aocs}c‘l(w).

Les points (1), (3) et (4) sont communs avec les intégrales invariantes de Harish-CrenfB.
Modulo les constanteSg, le point (5) montre que les relations de sauts sont vérifiées. On espere pouvoir
montrer que les constant€y valent 1. Alors que les intégrales invariantes de Harish-Chandra sont a
support borné sur chaque sous-algébre de Cartan, on peut montrer que pourld@air& (1)), Chc(y)g
n'est pas a support compact. Le point (2) précise ce que I'on peut dire sur le support de la fGhctipins .

La démonstration de ce théoréme se déroule en deux étapes principales. Tout d’'abord, on étudie les
propriétés deChc pour les paires duale&s, G') avec dim{V) = dim(V’) = 2. On obtient les résultats
en effectuant de nombreux développements asymptotiques. Dans un deuxiéme temps, on procéde par
induction.
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