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Résumé Pour certains processus de Markov a temps discret respectant certaines hypothéses assez
générales, un estimateur a noyau de la densité de I'opérateur de transition (vu comme
un endomorphisme de?l, p € [1, oo[) est étudié. Cet estimateur permet, par la suite, de
construire un estimateur fonctionnel aussi bien pour I'opérateur de transition lui-méme que
pour son adjoint. Le résultat principal concerne une majoration de la vitesse de convergence
(au sens de la norme”l) de I'estimateur construitPour citer cet article: A. Laksaci,

A. Yousfate, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 1035-1038. O 2002 Académie des
sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Functional estimate of Markov transition operator density: Discrete
time case

Abstract In this study, we build a kernel estimate of the transition operator density for some
discrete time continuous states Markov processes which satisfy some general conditions.
Assumptions are not restrictive and results can be used on transition Markov operator,
viewed as an endomorphism orf Lp € [1, o[, as well as on its adjoint. The main
result deals with convergence rate of built kernel estimBdeite thisarticle: A. Laksaci,
A. Yousfate, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 1035-1038. 0 2002 Académie des
sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Historiqguement, en 1969, Roussas [10] est le premier & aborder le probleme de I'estimation fonctionnelle
en utilisant des observations markoviennes. Ce dernier a établi la convergence de I'estimateur & noyau de la
densité de la loi de transition au sens de ’autres auteurs se sont intéressés a I'estimation fonctionnelle
sur des processus markoviens, en traitant le cas de la densité de la loi stationnaire, sous la €ondition
tel Rosenblatt en 1970 [9] ou en exploitant 'opérateur de transition comme un opérateur d’autorégression,
sous des conditions de mélange, tels Collomb, Doukhan, Ghindés, en 1983 [5®yo6rfi et al. en 1989
[8], Bosq en 1996 [3]. A ces études plusieurs auteurs ont ajouté des résultats sur les vitesses de convergence
des estimateurs et/ou leur normalité asymptotique ainsi que des résultats sur la prévision [1,4,71-13,

Dans ce travail on s’intéresse a la construction et aux propriétés d’'un estimateur fonctionnel de la densité
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de I'opérateur de transition, vu comme un endomorphismefdeple [1, oo[. Cet estimateur permet de
construire un estimateur fonctionnel aussi bien pour I'opérateur de transition lui-méme que pour son adjoint.

L'étude qui va suivre consiste a considérer un processus de Markov homogéne et ergiigdiguea
valeurs dan®. La probabilité de passage @&;),cn, ainsi que la loi initiale, sont supposées absolument
continues par rapport a la mesure de Lebesgue que 'onundta densité de la loi de transition dé¢ + s
sachantx au pointy est notéep(x, s, y). La densité initiale au point est notéef (x). En notantv la loi
stationnaire, on peut écrirerd= f du.

On suppose par la suite qyfeest continue et bornée.

L'estimateur fonctionnel dg(x, s, y) que I'on choisit s’écrit

1 3o K (= X))/ h) K ((y = Xits)/ 1)
hy S oK ((x — Xi)/ hy)

pn(x,s,y)= : @

ou K est un noyau positif.

Cet estimateur a déja été utilisé par Youndjé [14] pour estimer la densité conditionnelle en utilisant un
n-échantillon i.i.d.

Pour étudier ce type d’estimateur, on s’intéresse auscasl et I'on notep(x, 1, y) = p(x, y). Par
ailleurs, on introduit les hypotheses suivantes :

(H.1) Vx e R, VI'(x) mesurable; tel que @ v(I'(x)) < 1, la fermeture d& (x) est connexe et contient
De plus pour un certaie € 11/2,1] et un g > 0, Im € N*; m < 1/(av(I'(x)€)) (o0 I'(x)¢ =
Q —T'(x)) tel quevz e I'(x), fr(x)p(z, m,y)dy < Bv(I"(x)).

Cette hypothése veut dire que si le processus part d’'un ensemble mesumgladermeture connexe tel
que 0< v(I'(x)) < 1, alors il doit quitter la fermeture dé(x) avant ¥ (a«v(I'(x)¢)) avec une probabilité
supérieure a + Bv(I'(x)). Sans perdre de généralité, nous pouvons considérer par la suilEgjuest
fermé et connexe.

(H.2) Le noyauk est a support compact et connexe, ri@té p2], tel quepip2 < 0. On suppose aussi que
K est minoré pae > 0 sur le support et vérifi¢p’12 K(x)dx=1.

(H.3) f(x) est continue et bornée. De plpsx, y) est bornée de classe! @lle que|dp(x, y)/dx| soit
bornée.
(H.4) Pour chaque, on notel', (x) = |x — p2hy, x — p1h,[. Quandn — oo, h, — 0 de telle sorte que
nv(T,(x)) - h, — oo.
On adopte aussi les notations suivantekj;, = %K(;T,,)’ Vi (y) = Kn,(y — Xit1) et Wyi(x) =
(Kn, (x — X;))/ Z?:o K, (x — X ;). Ainsi p,(x, y) peut étre représentée comme une moyenne pondérée
desY,; (y). De méme, on pose :

11(x) = SUPE (Z | Wi 0|7 | Yai () — p(Xi, y)|”> :
ye i=0
”)

LEMME 1.-Sous les hypothés@d.1)—(H.4) on a pour toutp € 11, +o0l,

1 02 2
I1i(x) = O( — </ K(y)? dy) )
P (nv(Ty ()P~ 1hy; P

LEMME 2.-Sous les hypothés@d.1)—(H.4) on a pour toutp € 11, +o0l,
IZ(X) — O(h,[: (,BU(Fn (x))>nv(l"n()c))) .

> Wi (0)p(Xi, y) — p(x, y)

i=0

L(x) = supE(

yeR

A l'aide d’un calcul direct on montre
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THEOREME 1. —Sous les hypothés@d.1)—-(H.4) on a pour toutp € |1, +o0[,

SUPE | pa(x, y) — p(x, y)|”
yeR

2
:O( 1 <//)2 K(Z)p dz) ) +O(hf; (ﬂv(l—wn(x)))nu(l"n(x))).
o

e? (Mo (Ty ))P~10f 2\
Pour la démonstration, on vérifie aisément que

SUPE | py (x, y) — p(x, »)|” < 11(x) + Ta(x).
yeR
Ce résultat peut étre également exploité pour estimer I'opérateur de transition en tant que projecteur. En
prenant

H:LP(v) — LP(v)

g — H(®): (R, Br) — (R, Br)

+o0
X > E(g(Xt_H)/X, =x) =/ gpx,s,y)dy
—00
et en utilisantp, (x, s, y), I'estimateur a noyau d&*(g(x)) s’écrit
Hyg(x)= / pn(x,s,y)g(y)dy. )
—0o0

Si g est continue et K est un noyau de Rosenblatt, on sait que, d'aprés le lemme de BogbirgP]),
limp, -0 Kn, * g = g. EnfixantK,, * g a sa limite pour les points de continuité gleon peut construire un
autre estimateur dB* qui s’écrit
> im0 Kn, (6 — X)g(Xits)

Yoo Kn, (x — X))
L'estimateurH* a été introduit par [5] et, depuis, abondament étudié et utilisé en prévisorg] et [7]
pour un accés aux références les plus récentes). N

Par ailleurs,p, (x, s, y) peut étre utilise également pour construire I'estimateur a n@ygig(x) de
H**g(x) ol H** est l'opérateur adjoint déi*; i.e. H** € L(LY), tel que: + & = 1. L'estimateur
considéré s’'écrit alors

Hig(x)= 3)

~ +00
Hy"g(y) =/ pn(x, s, y)g(x) dx. (4)

—00

LEMME 3.-Sila conditiongH.1) est verifiée, alordp’; g’ < B tel que

¥y e T(v), / p(z.k, y)dz < Bv(T(x)).
I'x)

Ce lemme permet de justifier que les propriétés de I’estima%‘ﬁrde H*®* peuvent étre déduites de
cellesH}. Par la suite, nous considérons le cas 1 et nous noton#/! = H,, H* = H*, H' = H et
HY™ =H*.

THEOREME 2. —Sous les hypothéséd.1)-(H.4) pour toutp € 11, +o0[, on a

E|H,g(x) — Hg(x)|”

1 r2 P 2 P nv (L (x)) P
=0 = KPdy | + (k] (Bv(Ta(x))) ) ) | le@]"dz
&P (nv (T (x)))P~ Ly P R
eten notany = p/(p — 1), on obtient
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E|H*,g(y) — H*g(»)|’

_ O|:< 1 <//)2 K(X)q dx>2 n (hz (ﬁ/v(Fn(y)))nv(rn()’)))) / ’g(Z)’q dZ:| )
£9(nu(T, (1)1~ 2 \ R

Pourp = 1, on montre facilement que les résultats s'étendent.
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