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Résumé Dans la première partie de cette Note, on montre que la première valeur propre non
nulle du laplacien sur les 1-formes différentielles d’une variété hyperbolique complexe de
congruence standard de dimension complexen est toujours supérieure ou égale à10n−11

25 .
La suite de cette Note est consacrée à des applications homologiques de ce résultat. On
démontre notamment que si Sh0 H ⊂ Sh0 G sont deux variétés de Shimura respectivement
de typeU(n − 1,1) et U(n,1), l’application naturelleH2n−3(Sh0 H) → H2n−3(Sh0 G)
est injective, première étape d’un « théorème de Lefschetz » pour les variétés de Shimura.
Pour citer cet article : N. Bergeron, L. Clozel, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002)
995–998.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Spectrum and homology of congruence complex hyperbolic manifolds

Abstract In the first part of this Note, we show that the first non-zero eigenvalue of the Laplace op-
erator on 1-forms of a standard congruence arithmetic complex hyperbolicn-manifold is
always� 10n−11

25 . The following parts of this Note concern homological applications of
this result. We prove, in particular, that if Sh0H ⊂ Sh0G are two Shimura varieties of type
U(n − 1,1) andU(n,1), the natural mapH2n−3(Sh0 H) → H2n−3(Sh0 G) is injective,
first step of a “Lefschetz theorem” for Shimura varieties.To cite this article: N. Bergeron,
L. Clozel, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 995–998.  2002 Académie des sci-
ences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Soit G un groupe algébrique surQ tel queG(R) soit semi-simple connexe et isomorphe au groupe
SU(n,1) à des facteurs compacts près. L’espace symétrique associé au groupeG(R) est appeléespace
hyperbolique complexe de dimension(complexe) n, nous le noteronsHn

C et nous supposerons la métrique
normalisée de façon que la courbure sectionnelle holomorphe soit constante, égale à−4.1

Soit K un sous-groupe compact-ouvert deG(Af ) (où Af désigne l’anneau des adèles finis surQ) tel
que le groupe
 = G(Q) ∩ K soit sans torsion. Un tel groupe
 est appelésous-groupe de congruence
(sans torsion) deG. 2 On appelleravariété hyperbolique complexe de congruencetout quotient de l’espace
hyperbolique complexe (de dimensionn, Hn

C) par un sous-groupe de congruence (sans torsion)
 inclus
dans un certain groupeG comme ci-dessus. On dira de plus qu’une variété hyperbolique complexe de
congruence eststandardsi le groupeG est obtenu par restriction des scalaires du groupe unitaire d’une
forme hermitienne définie sur un corps de nombres totalement réel.

D’après un théorème de Borel et Harish-Chandra, une variété hyperbolique complexe de congruence est
toujours de volume fini. De plus, elle est compacte si et seulement si le groupeG contenant
 est anisotrope
surQ.
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Dans cette Note, on décrit un certain nombre de résultats nouveaux concernant la géométrie spectrale
puis la topologie des variétés hyperboliques complexes de congruence. Les démonstrations détaillées ainsi
que des généralisations à d’autres espaces symétriques paraîtront dans [7].

1. Spectre des variétés hyperboliques complexes de congruence

Notre premier résultat est essentiellement contenu dans Harris et Li [8], mais l’énoncé ci-dessous ne
semble pas avoir été précédemment dégagé dans la littérature.

THÉORÈME 1. –SoitM une variété hyperbolique complexe de congruence de dimension(complexe) 2.
Alors, la première valeur propre non nulle du spectre total du laplacien de Hodge surM est supérieure
ou égale à une constante strictement positive indépendante deM. Plus précisément, la première valeur
propre non nulle du laplacien sur les fonctions et les4-formes différentielles(resp. sur les1, 2 ou3-formes
différentielles) est supérieure ou égale à3 (resp. 9

25).

Ce résultat est dans la même veine que le célèbre théorème «3
16 » de Selberg sur les revêtements de

congruence de la surface modulaire.

Esquisse de la preuve du Théorème1. – Grâce à la formule de Matsushima [9,3] l’énoncé peut se
formuler en termes de représentations automorphes du groupeU(2,1). La démonstration suit alors celle
de la Proposition 4.2.3 de [8] : siσ est une représentation automorphe deU(2,1), d’après les travaux de
Rogawski [10], soitσ peut être relevé par changement de base en une représentation automorphe de
GL(3), soit σ provient, par endoscopie, d’une représentation automorphe discrète d’un sous-groupe
de la formeU(2) × U(1). Le second cas ne pose pas de problème. Et lorsqueσ se relève en une
représentation automorphe de GL(3), on peut utiliser l’approximation de la conjecture de Ramanujan
généralisée démontrée par Luo, Rudnick et Sarnak [14].

Pour être totalement rigoureux, signalons que l’approximation à la conjecture de Ramanujan généralisée
[14] n’est démontrée que pour les représentations non ramifiées à l’infini alors que les représentations que
nous considérons sont ramifiées à l’infini. On a donc besoin d’étendre légèrement [14] ce qui se fait en
étudiant, dans le cas ramifié et à l’aide de [12], les facteurs à l’infini des fonctionsL considérées dans [14].

Notre second résultat découle du premier et d’une généralisation d’un théorème de réduction dû à Burger
et Sarnak [4].3

THÉORÈME 2. –Soit M une variété hyperbolique complexe de congruence standard de dimension
(complexe) n. Alors, la première valeur propre non nulle du laplacien sur les fonctions(resp. sur les
1-formes différentielles) est supérieure ou égale à2n − 1 (resp. 10n−11

25 ).

Il est intéressant de noter que trouver une borne uniforme strictement positive pour le spectre sur
les 1-formes différentielles est nettement plus difficile que pour les fonctions (le changement de base
de Rogawski et l’approximation de la conjecture de Ramanujan généralisée par Jacquet et Shalika sont
insuffisants, on a vraiment besoin de [14]).

Concluons cette section par une conjecture.4

CONJECTUREA (resp. A−). – SoitM une variété hyperbolique complexe de congruence de dimension
(complexe) n. Alors, pour tout entierp ∈ [0, n−1], la première valeur propre du laplacien sur lesp-formes
différentielles est supérieure ou égale à2n−2p −1 (resp.ε(n,p), oùε(n,p) est un réel strictement positif
ne dépendant que den etp et non deM).

Les Théorèmes 1 et 2 sont des approximations de cette conjecture. On peut montrer (la deuxième partie
de cette proposition est essentiellement contenue dans [8]) :

PROPOSITION. – Les conjectures d’Arthur[1] impliquent la ConjectureA. La conjecture de changement
de base de[8] implique la ConjectureA−.
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2. Homologie des variétés hyperboliques complexes de congruence

Le résultat principal de cette section est un théorème de relèvement des classes d’homologies5 entre
certaines variétés hyperboliques complexes.

THÉORÈME 3. –Soit M une variété hyperbolique complexe compacte de congruence de dimension
(complexe) n. SoitF une sous-variété complexe compacte connexe totalement géodésique de dimension
(complexe) n−1, et immergée dansM. Alors, il existe un revêtement finîM deM et un relevéF̂ deF dans
M̂ tels que:
(1) la sous-variété̂F est plongée danŝM ;
(2) l’application induite: H2n−3(F̂ ) → H2n−3(M̂) est injective.

De plus, pour tout entierN et pour tout cyclec dansH2n−3(F̂ ), il existe un revêtement finiMN deM

contenantN préimages dec linéairement indépendantes dansH2n−3(MN).

La démonstration du Théorème 3, plus technique, repose sur les mêmes idées que celle du théorème
principal de [2]. Elle repose notamment sur le Théorème 2 ci-dessus qui permet de s’assurer de l’existence
d’un trou spectral, pour les 3-formes∂ et ∂ fermées, dans les revêtements de congruence deM.

Plus généralement, on conjecture :

CONJECTUREB. – Soit M une variété hyperbolique complexe compacte de congruence de dimension
(complexe) n. SoitF une sous-variété complexe compacte connexe totalement géodésique immergée dans
M. Alors, il existe un revêtement finîM deM et un relevéF̂ deF dansM̂ tels que:
(1) la sous-variété̂F est plongée danŝM ;
(2) l’application induite: Hp(F̂ ) → Hp(M̂) est injective pour toutp � n.

Les idées de [2] permettent de montrer le théorème suivant.

THÉORÈME 4. –La ConjectureA− implique la ConjectureB.

Dans la démonstration du Thèorème 4, on exploite le trou spectral sur les formes différentielles dans
les revêtements de congruence pour vérifier la convergence de la forme harmonique duale deF dans
certains revêtements de congruence vers la forme harmonique L2-duale àF dans la variétéV := π1F\Hn

C.
L’hypothèsep � n du deuxième point de la Conjecture B provient du calcul de la cohomologie L2 de la
variétéV , i.e. de la description de l’espaceHk

(2)(V ) desk-formes harmoniques L2 deV , ce que l’on fait
dans le théorème suivant.

THÉORÈME 5. –Pour tout entierk < n, il existe un isomorphisme naturel: Hk
(2)(V )

�→ Hk(V , ∂∞V ).
De plus, l’espaceHn

(2) est de dimension infinie.

La démonstration du Théorème 5 découle assez facilement des idées de [6].6

3. Propriétés de Lefschetz pour les variétés de Shimura

Dans cette section, on suppose fixésH ⊂ G deux groupes algébriques etanisotropessur Q tels que
les groupesH(R) et G(R) soient semi-simples connexes et respectivement isomorphes aux groupes
SU(n − 1,1) et SU(n,1) à des facteurs compacts près. L’inclusionH ⊂ G induit un plongement
holomorphe totalement géodésique naturelHn−1

C → Hn
C entre les espaces symétriques associés.

Soit K un sous-groupe compact-ouvert deG(Af ) tel que le groupe
 = G(Q) ∩ K soit sans
torsion. Désignons par
 ∩ H l’intersection de
 avecH(Q). On obtient ainsi une application lisse :
f
 : 
 ∩ H\Hn−1

C → 
\Hn
C pour chaque sous-groupe de congruence sans torsion deG(Q).

Soient
′ ⊂ 
 deux sous-groupes de congruence sans torsion deG(Q). Alors, il existe une surjection
naturelle deH∗(
′\Hn

C) dansH∗(
\Hn
C) induite par le revêtement fini
′\Hn

C → 
\Hn
C. On obtient ainsi

un système inverse de groupes d’homologie indexés par les sous-groupes de congruence deG(Q). On
désigne parH∗(Sh0G) la limite projective de ce système.7

Rappelons que les théorèmes de Lefschetz permettent d’étudier la topologie d’une variété projective
complexe par récurrence, en la coupant par un hyperplan de l’espace projectif. Un yoga semblable, mais
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moins fort, existe pour les variétés de Shimura Sh0 G où la section hyperplane est remplacée par les
translatés parG(Q) de Sh0 H , cf. par exemple [8,5] et surtout [13]. On peut ainsi déduire des méthodes
de Venkataramana [13] que pour tout entieri � n − 1, l’application

⊕
G(Q) Hi(Sh0 H) → Hi(Sh0 G) est

surjective.
À l’aide du Théorème 3 et des résultats de [13] on renforce ce yoga, en démontrant la première étape

d’un analogue du second théorème de Lefschetz.
THÉORÈME 6. –L’application naturelle, induite par lesf
 , H2n−3(Sh0 H) → H2n−3(Sh0 G) est

injective.
Conclusion.– La deuxième assertion du Théorème 6 est une première étape vers un analogue complet

des théorèmes de Lefschetz pour les variétés de Shimura. En admettant la Conjecture A−, on peut dessiner
l’ image conjecturalesuivante.

Alors que le théorème de Venkataramana impose un contrôle sur l’homologie de Sh0 G en terme de ses
sous-variétés de Shimura, en admettant la Conjecture A−, on peut montrer que l’on retrouve l’homologie
de chaque sous-variété de Shimura de Sh0 G dans l’homologie de celle-ci. Autrement dit, les applications :
Hk(Sh0 H) → Hk(Sh0 G), devraient êtreinjectivespour tout entierk � n.

1 Les courbures sectionnelles réelles sont alors comprises entre−4 et−1.
2 On peut préférer considérer les sous-groupes
 de G(Z) sans torsion et contenant un sous-groupe de la forme

ker(G(Z) → G(Z/mZ)) pour un certain entierm � 1.
3 Remarquons que l’utilisation faite dans [8] du théorème de Burger et Sarnak est complètement différente et

n’implique pas le Théorème 2.
4 En fait deux, la Conjecture A− étant une version « géométrique », plus faible, de la Conjecture « arithmétique » A.
5 Tous les groupes de (co-)homologies considérés dans cette Note seront à coefficients complexes.
6 Le premier auteur remercie Gilles Carron de l’avoir orienté vers cet article.
7 La notation vient de l’existence d’un espace topologique Sh0 G, la variété de Shimura associée àG, dont les

groupes de cohomologie sont obtenus comme limite directe des groupes de cohomologie des
\Hn
C

[11], néanmoins

les variétés de Shimura ne sont pas des variétés au sens usuel et la notationH∗(Sh0 G) n’est réellement qu’une
notation. Nous ne mentionnerons les variétés de Shimura que par abus de langage.
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