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Résumé Nous caractérisons les applications a valeurs réelles, définies sur I'ensemble des sous-
espaces d'un espace affine euclidien, qui représentent les moments d'inertie d’un certain
systéeme matériel. Nous déterminons également le nombre minimal de masses ponctuelles
permettant d’obtenir un tel systenfeour citer cet article: P. Barbaroux, C. R. Acad. Sci.
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Characterization of moments of inertia of a solid body

Abstract We characterize those real-valued functions on the set of subspaces of a euclidian affine
space that represent the moments of inertia of some suitable solid body. Moreover, we find
the lowest number of point masses that can be used to obtain such a solidfoaitg
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1. Introduction

Dans un espace affine euclidi€nde dimensiom > 3, dont I'e.v. associé sera not& définissons un
systeme matérieb par la donnée d’'une mesure réete(«distribution de masse») bornée, a support
compact, de signe quelconque, diir Le moment d’inertiels(F) = fgd(m,}')zdp(m) du systéemeS
par rapport & un sous-espace affifi@érifie les deux propriétés bien connues suivantes :

(i) Additivité perpendiculaire 1s(F N G) = Is(F) + Is(G) dés queF et G sont perpendiculaires (i.e.
Ft1gh).

(i) Théoreme de Huygens : pourl F, on a, en notand la masse totale d§,
a) siM #0, et siF passe par le centre d’inertie $e alorsis(F + x) = Is(F) + M| x|?;
b) siM =0, le vecteun = fg mdp(m) ne dépend pas du poitet Ig(F + x) = Is(F) — 2(a|x).

Inversement, nous caractérisons ici les fonctions réglesr 'ensemble des sous-espaces affine§ de
pour lesquelles il existe un systérfidel queg = Is. Nous verrons qu’en dehors de conditions assurant la
continuité deg pour la topologie grassmannienne, la seule condition géométrique a imposer est la propriété
d’additivité perpendiculaire, laquelle «contient» donc, d’'une certaine maniéere, le théoreme de Huygens.
Nous montrons également que I'on peut toujours prendre aur ensemble fini de masses ponctuelles,
dont nous exprimons le nombre minimal en termes géométriques, et nous déterminons un tel ensemble de
cardinal minimal en appliquant le théoréme de Witt & une forme quadratique convenable dans un espace de
dimension au plus + 1.
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2. Etude préliminaire : le cas vectoriel

Les Lemmes 1 et 2 ne posent pas de difficulté et sont donnés sans démonstration. Le Lemme 1 permet
de définir la « forme quadratique d'inertie duale » d’un systéeme matgi@el pointO :

LEMME 1.-SoientS un systéme matériel, @ € £. L'applicationx — ¢ (x) = ||x||?Is(O + x1) est
une forme quadratique, et pour tout sous-espace vectBrig £, Is(O + F) =1tr(q|z1).

Remarquons que toute forme quadratigeir E provient de cette facon d’un systeme matériel. En effet,
en considérant une ba&g) de E a la fois orthonormale et-orthogonale, on a(x) =", g(e;) (e |x)2, de
sorte qu’en prenant poudf le systéme obtenu en plagant en chaque p@int ¢; une masse ponctuelte;
égale & (¢;), on ag(x) = [ x[|2Is (O + x1).

Le théoréme de Gleason [1], dans le cas particulier d’'un espace eudiidierdimension finie, affirme
que pour toute «mesurep (fonction réelle définie sur I'ensemble des s.e.v. Kleorthogonalement
additive) bornée, il existe une forme quadratiqueelle quen(F) =tr(¢|r). En passant a I'orthogonal
on obtient :

THEOREME 1. —Soientk une application & valeurs réelles, définie sur 'ensemble des sous-espaces
vectoriels deE, et O un point de€. On suppose que I'applicationest bornée et qu’elle vérifie la propriété
d’additivité perpendiculaire. Alors il existe un systeme mateSie¢l que, pour tout sous-espace vectoriel
F deE,onait: h(F)=1s(0 + F).

Remarques- 1. Comme pour le théoréme de Gleason, pBule dimension 2 le résultat tombe en
défaut : étant donnég, j) base orthonormale dg, posonsiy = (cos)i + (sind) j. Soit £ une fonction
w-périodique bornée sk telle quef (x + 7 /2) + f(x) soit égale a la constante La fonction’ définie
parh(Rug) = f(0), h({0}) = A, eth(E) = 0, vérifie les hypothéses du théoréme mais ne provient pas en
général d’'un systéme matériel.

2. L’hypothése & bornée » est, elle aussi, essentielle, comme le montre I'exemple obtenu en considérant
h:F— ¢(Is(O + F)),ouS est constitué d’une seule masse ponctuelle non nulle placée ailleurs@u’en
ety : R — R une applicatior)-linéaire non continue arbitraire.

3. Solution du probléme affine général

Définitions et notations— Soiti une application réelle définie sur 'ensemble des sous-espaces vectoriels
(resp. affines) deE (resp.&). Un sous-espacé& sera dittotal pour 2 s'il vérifie les deux conditions
suivantes: (i) pour tout sous-espateontenant, h(G) = 0; (ii) pour tout sous-espacket toute isométrie
vectorielle (resp. affinep fixant chaque point d&, on ah(®(G)) = h(G). On appelleraang de , et on
notera rgi, la plus petite dimension d’'un sous-espace total go®n remarquera que 8ia la propriété
d’additivité perpendiculaire, alors I'espace entier est total figaie sorte que le rang deest bien défini.

Dans le cas d’'une application définie sur 'ensemble des sous-espaces affineS, am notera pour
simplifier g(M) au lieu deg({M}), et I'application définie su€ induite parg sera notégg. PourA € £,
on noterag” la restriction deg & 'ensemble des sous-espaces affines passadt par

THEOREME 2. —Soitg une application définie sur 'ensemble des sous-espaces affitgsadealeurs
réelles. Il existe un systéme matérietel queg = Is si, et seulement si, I'applicatiog vérifie les trois
conditions suivantes(i) go est bornée au voisinage d’un pointii) il existe un pointB tel queg? soit
bornée (iii) g posséde la propriété d’additivité perpendiculaire. De plus, lorsque ces conditions sont
satisfaites, on peut prendre posrun ensemble fini de masses ponctuelles, dont le nombre minimal est
(rgg) + 1 si go n’est pas constantérg g) + 2 Si go est constante et non identiguement nulle, 8tsi g = 0.

Remarque-— Il résultera de la démonstration, ainsi que du théoréme de Huygens, que les quatre cas
suivants, correspondant a quatre types de systémes, décrivent toutes les situations possibles :

(@) g0(0 + x) = g0(0) + M||x||? (M #0) : systéme de masse totale+ 0.

(b) go(O + x) = (alx) (a # 0) : systéme vérifian¥l =0 eta = -2 | mdp(m) #0. C'est le cas, par
exemple, d’'un systéme de deux masses non nulles opposées placées en deux points distincts, ou bien de
deux masses de valeur 1 et une masse de val2unon placée au milieu.
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(c) Cas trivialg = 0. Il suffit pour cela (voir Lemme 3) qugp soit constante et qu’il existd € £ tel
que g = 0. C’est le cas d’un systéme vérifiant = 0, « = 0, moments d'’inertie nuls par rapport aux
sous-espaces passant par un point donné. Par exemple, le systéme de six masses-Zlani )2, 1,
placées sur une droite aux absciss&s—5, —1, 1, 5, 7, n’a aucune inertie.

(d) go constante maig # 0 : systeme vérifianM = 0, a = 0, au moins un moment d’inertie non nul. Par
exemple, le systém& constitué de 2 + 1 masses ponctuelles obtenu en placant, en chaque@airg;

(0 €&, (e;) base orthonormale dg), une masse de valeuy2, et enO une masse de valewn, vérifie
Is(F) = codimF et se réduit, en vertu du théoréme; & 2 masses (dont + 1 sont placées, pour des
raisons de symétrie, aux sommets d'un simplexe régulier).

Il résultera également de la démonstration que dans le cgasestipositive (ce qui ne peut arriver que
dans les cas (a), (c), (d)) toutes les masses, sauf une dans le cas (d), peuvent étre prises positives.

LEMME 2. -Soitg une forme quadratique SuE, et posongi(F) = tr(g|r.). Alors un sous-espace
vectoriel F de E est total pour: si, et seulement si, il contieqiterg)..

LEMME 3. -Soitg une application définie sur I'ensemble des sous-espaces affings\dgifiant la
propriété d’'additivité perpendiculaire. Pour tout vecteue E \ {0} et tous sous-espaces affilE®tG de
£ inclus dans un méme hyperplahorthogonal ax, on a: g(F +x) — g(F) = g(G + x) — g(G).

Démonstration. -On a g(F + Rx) + g(H) = g(F) puisqueF + Rx et H sont perpendiculaires
d’intersection, d'ou g(F) —g(H) = g(F +Rx) = g(F +x +Rx) = g(F +x) — g(H +x), etle résultat
s’obtient remplagant parG dans la relation précédente et en soustrayant.

LEMME 4. -Soit O une forme quadratique sur un espace vectoriel r&€ebe dimension finie. Si
u ¢ kerQ, alors il existe une bas@-orthogonale(s;) telle quex = > &;.

Démonstration. -Quitte a considérek/kerQ, on peut se placer dans le c@snon dégénéréey, # 0.
On commence par exhiber une bggeorthogonale(n;) telle qued” O (n;) = Q(u) : soit (&) une base
Q-orthogonale arbitraire. Si est isotrope, la forme) n’étant pas dégénéré, j, Q(&)Q(;) <O,
et on peut toujours multiplieg; ou &; par un réelr > 0 de sorte a obtenir une bagg;) vérifiant
3> Qi) =0= Q(u). Sinon, on peut supposer(u) > 0, etalord = {i | Q(&) > 0} # ¢. Définissongy;)
parn; = A& sii € I, etn; = & sinon. Alorsy_ Q(n;) = Q(u) s'écritA? Y, 0N+ 41 Q&) = 0w),
équation qui admet une solutian# 0.

On utilise alors le théoréme de Witt : Qi(u) = Q(v) il existe uneQ-isométriep de X telle quex = ¢ (v).
Il suffit de 'appliquer & =" n; etde prendre; = ¢(y;). O

Démonstration du Théoren —Les conditions sont clairement nécessaires. De plus le hombre de
masses annoncé ne peut étre amélioré : un systedesk massesk > 1) engendre un sous-espace affine
de dimension au plus — 1, total pourg = Ig, ce qui donn& > rg(g) + 1. Si, de plusgp est constante
et g non identiqguement nulle, alors la masse totale est nulle et 'une des masses est non nulle, et le cas (b)
du théoréme de Huygens montre alors que les places des masses ponctuelles sont affinement dépendantes,
d'ouk >rg(g) + 2.

Inversement, soig vérifiant (i), (i) et (iii). Soit A € £ au voisinage duquejp est bornée et posons,
pourx € E, ¢(x) = g(A + x) — g(A). Pourx,y € E, d'aprés le Lemme 3 on a alors, dés qud y,
e(x)+9(y) =9(x+y).Org estbornée au voisinage de 0 puisgy#est au voisinage dd. Il existe alors
(M,a) eR x E tel queVx € E, g(A+x) — g(A) = ¢(x) = M||x||? + (a|x) (voir p. ex. [2]). Lapplication
go est donc une forme quadratique affine, et

VPec& AbeE,VxeE, g(P+x)—g(P)=M)|x|>+ (blx). (1)

Soit Fo un sous-espace total pogide dimension minimale, égale agget Fp sa direction.

ler cas :go n'est pas une forme affine: Quitte a changeg en —g, on peut supposeM > 0.
L'applicationg atteint alors un minimum global, en un point, que I'on notéravérifiant

VxeE, g(0+x)—g(0)=M|x|> (2)
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Soit B € £ tel queg? soit bornée. En appliquant la relation (1) au panet en utilisant le Lemme 3,
g’ est bornée pour tout poit. En particulierg® est bornée. D’aprés le Théoréme 1, il existe une forme
quadratique et un systéme matériéltels que pour tout sous-espace vectofiek (0 + F) =tr(g|p1) =
Is(O + F). D'aprés la relation (2), le Lemme 3, et le théoréme de Huygens, il reste a voir que I'on peut
imposer que la masse du systéme gditet que son centre d’inertie soit em, tout en conservant les
moments d’inertie par rapport aux sous-espaces passaii,pan utilisant seulementgg) + 1 masses
ponctuelles. Pour cela, considérons la forme quadratigjdéfinie surE x R par Q(x, ) = g(x) + M¢2.

Le vecteun: = (0, 1) n'est pas dans ke&? puisqueQ(u) = M > 0. D'aprés le Lemme 4, il existe une base
Q-orthogonalds;) telle quex =) ¢;, c’est-a-dires} (1) = 1. Or, chaque forme linéaieg' est de la forme
ef(x,1) = (ai|x) + A;t, ol(a;, A;) € E x R. Alorse¥(u) =1 s’écriti; = 1, d'ou, pour toui(x, 1) € E x R,

n+1 n+1

g0+ M2 =00, 0= 0N, n="y_ 0 (@) +1)*

i=1 i=1

En posanin; = Q(g;) et en développant le carré, un argument immédiat permet d'identifier ;
@q) =) mi@n% (b)Y mai=0 (c) Y mi=M.
Il suffit alors de considérer le syster§g obtenu en placant, pour chaguiel quem; # 0, la massen; en
O +a;. En utilisant la relation (2) et le fait qu&p est total, ce dernier contiett (considérer le symétrique
orthogonal deO par rapport afp), et sa directionfp est alors totale pouf — g(O + F). D'apres le
Lemme 2(kerg)* C Fo, et le nombre de masses ponctuelles utilisées est atersy Q = (rgq) + 1 <
dimFo) +1=(rgg) + 1.
2éme cas go est une forme affine- Cette fois il existe: € E tel que
VPe& VxeE, g(P+x)—g(P)=/(alx). 3

—Sia # 0, on se place en un poitt € Fo pour l'instant arbitraire, et 'on pos@(x, t) = g (x) —2(a|x) ¢.

Alors (0, 1) n’est toujours pas dans k@rcara # 0. On obtient cette fois :

@q) =Y mi@ln% (b)Y miai=—a; (c) Y mi=0,

et c'est le cas (b) du théoréme de Huygens qui permet alors de conclure. Pour le nombre de masses utilisées,
a priori, rgQ < (rgq) + 2. Mais en notang o la forme quadratique associég au pointO, la relation (3),
Iégalité go (x) = ||x||°g(O + x1) et le Lemme 3 donnent, potire E,

qo+b(x) = qo(x) + (alx)(b|x). (4)
Il suffit alors de choisirO € Fy en lequelg = go soit de rang maximal. Alora € (kerg)*, car sinon,
en remplagan® par O + a (Fo étant total on voit facilement, en utilisant la relation (3), que Fp),
le rang deg augmenterait, puisque d’apres (4) 0@, (x) = go(x) + (alx)?. Or a € (kerg)* donne
rg Q < (rgqg) + 1, et I'on conclut comme précédemment.

— Sia = 0, c’est-a-diregg constante, on se raméne au ler cas en rajoutant le moment d'inertie d’'une

masse ponctuelle non nulle placée n'importe ou da)ui reste alors total, et I'on récupére I'application
g initiale en rajoutant au systeme obtenu la masse opposée, ce qui donne &tgplus 2 masses
ponctuelles. O
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