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Résumé Nous donnons ici une nouvelle preuve d’une conjecture de B. Mazur sur la non-trivialité
des points de Heegner, en substituant au théoreme de M. Ratner qui constituait I'ingrédient
principal de notre premiéere preuve [1] un cas démontré de la conjecture d’André—QOort.
Conceptuellement plus simple, cette nouvelle approche ne permet toutefois pas de retrouver
les renseignements plus fins précédemment obt@ousciter cet article: C. Cornut, C. R.

Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 1039-1042. 0 2002 Académie des sciences/Editions
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Non-triviality of Heegner points

Abstract We give here a second proof of Mazur’s conjecture on higher Heegner points, using a
proven case of the André—Oort conjecture as a substitute for the main ingredient of our
first proof [1], a theorem of M. RatneTo cite this article: C. Cornut, C. R. Acad. Sci.

Paris, Ser. | 334 (2002) 1039-1042. O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques
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1. Soit E,p une courbe elliptique de conducteNt, = : Xo(N) — E une paramétrisation modulaire,
K un corps quadratique imaginaire dans lequel tous les facteurs premidrsaoiet décomposés. Soif
un idéal deOk tel que Ox /N ~ Z/NZ. Pour tout entier positi¢, on noteO. = Z + ¢Ok l'ordre de
conducteur de K. Lorsquec est premier av, N. = N N O, est un idéal inversible dé. et I'isogénie
C/0, — C//\/C—1 est cyclique de degr¥ . Le point correspondant déy(N) est unpoint de Heegnedont
la théorie de la multiplication complexe montre qu’il est défini &t ], le corps d’ordrede conducteur
dek.

2. Soit pt N un nombre premier et, pour> 0, x, = [C/Opn — C/Nl;l] € Xo(N)(K[p"]). Le corps
K[p™®] = Un>OK[p”] est une extensiofinie de laZ,-extension anticyclotomiqué/,, de K. Posant
Go=Gal(K[p*]/Hw), le résultat dont nous allons donner une nouvelle preuve stipule que :

THEOREME —Pour presque tout > 0, trg, (7 (x,)) est d’ordre infini dand(Ho).

CommeE(Hyo)tors €stfini (cf.[1, Lemma 4.1]), il suffit de montrer que I'application suivante afitaes
finies:

N - XoN)% 5 ECo 2N E,

n = (0 Xp)oeGy V> (U '”(xn))

1)

veGo ™ trg, (n’(xn)) .
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3. Soientgqy, ..., q, les nombres premiers ramifiés dakisqui sont distinct dep et Q1,..., Q, les
idéaux premiers correspondants@g . Les Frobénius de@; dans GalK[p*>°]/K), qui sont d’ordre 2,
engendrent un sous-groupgs de Go = Gal(K[p*>°]/K )ors dont ils forment unéf,-base. SoientV’ =
Nqi---qe, N' =NQ1---Qg et pourn >0, x;, = [C/Opn — C/N/;nl] € Xo(N)(K[p"]). Les 2
conjugués dex,, sous l'action deG1 sont précisément les images dg par les 2 applications de
dégénerescencEg(N’) — Xo(N). Notant D : Xo(N') — Xo(N)%1 le produit de ces applications, on
définit une nouvelle paramétrisatiat deE par le diagramme commutatif suivant :

Xo(N)Or == EG1

DT lz

Xo(N) == E

Par constructiong’(x},) = trg, (7 (x,)) de sorte que SR C Gg est un systéme de représentantig G1,
I'application (1) se réécrit :
A NR 7’ R z
N — Xo(N") > E — E, @)
n— A(n)=(0-x)s —> (0-7'(x))), > trGo(m(xn)).
4. La stratégie adoptée dans [1] consistait a étudier la réduction de cette application en des places

judicieusement choisies dE[p*°]. Ici, nous allons démontrer qua I est une partie infinie deN,
A(D) C Xo(N)R(C) est dense pour la topologie de Zarisklomme les deux derniéres fleches de (2)
sont dominantes, cela implique bien que les fibres de (1) sont finies, d’ou le théoréme.

5. Soit doncZ une composante irréductible de I'adhérenceAd#), dont on peut supposer qu’elle
contient une infinité des points d&(ll). La conjecture d’André—Oort, démontrée dans le cas qui nous
intéresse df. [4,2] ou [3]),! fournit sur Z les informations suivantes it existe une partitionR =
R1U--- LRy, des sous-variétéd; c Xo(N)®1, ..., Z) C Xo(N)R# et des éléments, € GLT (2, Q)
pouroc e RtelsqueZ =Z1 x --- x Z, etZ; est'image de
)™

H*— (To(N') \ H*) ™ =~ Xo(N)Ri (C),

TH (['3‘7 ’ ‘C])UERI"

oUH* = {z € C|im(z) > 0} UPL(Q). On veut montrer qu& = Xo(N')®, c’est-a-dire que la partition
ci-dessus est trivialgi(= |R|).

6. En définitive, on est ramené a établir la propriété suivasieleux éléments; eto, de Gg sont tels
qu'il existe g € GL™ (2, Q) pour lequel il existe une infinité de> 0 vérifiant

(01-x,,02-x;) € {([t].[B - 7]) | T € H*},

alors o1 = 02 mod G (avec les notations d& 8 = ,3;11,3(,2).
Or, quitte a multiplier8 par un élément d@*, on peut supposer que

B= <;C f) € M2(Z) avec pgclr,y,z,t) =1
Sid = detB, les courbes elliptiques d’'invariantgr) et j (8t) sont alors liées par une isogénie cyclique de
degréd. NotantE,, une courbe elliptique définie sif[ p°] qui, munie d’une structure de niveau ad-hoc,
définit le pointx),, notre hypothése implique donc gpeur une infinité de: > O, il existe une isogénie
cycligue de degré entre E;* et E;2.
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7. D'aprés I'appendice, dont on reprend les notations, une telle isogénie se décompose selon le schéma

(p" — ptn M@ p'~ — p") ou M(n) est un idéal deDg tel que Og /M (n) soit cyclique d’ordre

d/p%», premier ap"~% . En particuliera, =a = vp(d)/2 pourn > 0 et les idéauxM (n) décrivant un
ensemble fini lorsque varie, on peut supposer quel(n) = M est constant. Pour une infinité deon
obtient donc un diagramme

7t g B (B (B
I \Ll ) \sza avec E,SZ) ~ (E,fz) OPn—a ~ (Enopn—a )c‘rz7
Er(l ) —_— E}g ) ~ (E,’g]_))/\/l,,n7

oud =d/p* etMpn = MN Opn. Sio est I'élément de GaK[p™]/K) associe aV par la théorie du
corps de classe, la théorie de la multiplication complexe montre alorg gie- o> sur K[p"~*]. Ceci
étant valable pour une infinité de o = 0201_1 dans GalK[p*>°]/K).

8. En particulierp est d’ordre fini, disons. Cela signifie que I'idéaM” de Ok est principalgngendré
par un élément dé]n>0 O, =Z. Pour tout idéal premie@ de Ok divisantM, l'idéal conjuguéQ divise
donc également. CommeOk /M est cyclique, on en déduit facilement qé est produit d’'idéaux
premiers ramifiés dank /Q, donc quer = 0201_1 € G1, ce qu'il fallait démontrer.

Appendice

Nous allons ici décrire unfactorisation canoniquées isogénies cycliques entre courbes elliptiques a
multiplication complexe pak .

9. Au vu de la théorie analytique des courbes elliptiques, cela revient & étudier les réséaormi@ris
entre deux réseauxcC b tel que le groupé/a soit cyclique, disons d'ordré. On notera celaa Cy b.

Soitcy ete les conducteurs des ordresdetb, ¢} etc, les plus petits entiers> 1 (pour 'ordre naturel
ou la divisibilité, cela revient au méme) tels qea C b (resp.O.b C d—a). CommeO;a=a Cb et
Ocpa C Oc,b =b, ¢} divisecy etcp. De mémer, divisecy etcp. Posons:: = dicj etceo = dach, de sorte
que

aCqy OC/la Ca/a b €t bCy OC/zb Cd/dy d la.
Il en résulte que
b Cayay (d/dl)_10c/la Cdy da et a Cd/dy d20c’2b Cb.

En particulier,0 ;b C d~*a et Oa C b, donce; = c; = c, et aveal’ = d/didy,
aCgqy Oca Cqrd20c¢b Cygy b.

Soit enfing un nombre premier. § divise ¢, il existe un unique réseaQ.-stable contenan®.a
avec un indiceg, et ce réseau esd./,a. Si g divise d’, g 10.a N do0.b est un tel réseau, de plus
contenu dang. La définition dec montre alors que ne peut pas diviser a la foiset d’, qui sont donc
relativement premiers. Posaft = O (d2b) 1a,onaalors M Cy Og, M. = MN O, estO.-inversible
etd,0.b = M;10.a.

10. Pour décrire commodément le résultat ainsi obtenu en termes de courbes elliptiques, introduisons le
formalisme suivant : sE,c est une courbe elliptique a multiplication complexe pgret M un O r-mo-
dule, on noteE™ le C-préfaisceau en groupe abélien défini paf (S) = Homo, (M, E(S)) pour toutC-
schémas. C’est un schéma en groupe propre lorsgiest de type fini, et une courbe elliptique lorsqde
est un réseau dE.
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11. Avec ces conventions, on a démontré :

LEMME. — Toute isogénie cycliquE; — E» de courbes elliptiques a multiplication complexe gase
factorise de la maniére suivanfavec les degrés indiqugs

d
Ex > E2 d = dydod,
dl\L sz avec c=c1/d1=c2/d>,
EQe - e ~ g0 pgede, d) =1,

olcs etep sontles conducteurs des ordiesd( £1) etEnd(E2) et M. = MN O, pourunidéalM C  Og.

Pour dénoter les principaux invariants associés a cette décomposition, on écrit symboliguement

M
(c1— ¢ — c— c2).

Remerciements. Je remercie Franz Oort, qui le premier m’a indiqué la pertinence de sa conjecture dans le cadre de
celle de B. Mazur.

1La Proposition 3.7 et le Théoréme 4.5 de [4] (ainsi que le Théoréme 1.2 et la Remarque 7.3.2 de [3]) montrent que
Z estune sous-variété de type Hodde XO(N’)R. Le résultat ici mentionné résulte alors de la description explicite
de ces sous-variétés dans [2].
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