
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002) 87–92

Physique mathématique/Mathematical Physics

Une remarque à propos des asymptotiques de Lifshitz
internes
Frédéric Klopp
Département de mathématique, Institut Galilée, UMR 7539 CNRS, Université de Paris-Nord,
99 avenue J.-B. Clément, 93430 Villetaneuse, France

Reçu le 18 avril 2002 ; accepté le 29 avril 2002

Note présentée par Jean-Michel Bony.

Résumé Le but de cette Note est de signaler l’existence d’une transition entre les régime classique et
quantiques pour les estimées de Lifshitz, transition dont le paramètre est le comportement
extrémal des variables aléatoires.Pour citer cet article : F. Klopp, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. I 335 (2002) 87–92.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales
Elsevier SAS
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Abstract In this short Note, we show a transition between the classical and the quantum regime
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Abridged English version

ConsiderHω = H + Vω, a random operator acting on L2(Rd) whereH is a Z
d -periodic Schödinger

operator andVω is the standard alloy type random potential,V (x) = ∑
γ∈Zd ωγ V (x − γ ). We assume that

V is non negative and decays like|x|−ν at infinity. The random variables are i.i.d., non trivial, bounded and
non-negative; furthermore, we assume that their support is connected and contains 0.

Let N be the integrated density of states ofHω. Assume that 0 is the upper edge of an open gap of the
spectrum ofHω. Hence, it also is the upper edge of an open gap ofH . Let Np be the integrated density of
states ofH .

We then show that

THEOREM 0.1. –Under the assupmtions stated above, one has

lim inf
E→0+

log| log(N(E) −N(0))|
logE

� −sup

(
d

2
− lim inf

E→0+
log| logP({ω0 � E}))|

logE
,

d

ν − d

)
.

Assume, moreover, that limE→0+(log| log(Np(E)−Np(0))|)/logE = −d/2 then,

lim sup
E→0+

log| log(N(E) −N(0))|
logE

� −sup

(
d

2
− lim sup

E→0+

log| logP({ω0 � E}))|
logE

,
d

ν − d

)
.
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The previous result has the following immediate corollary

COROLLARY 0.1. –In the case of Theorem 0.1, assume that

lim
E→0+

log| logP({ω0 � E}))|
logE

= −κ, κ ∈ [0,+∞).

Then,

lim
E→0+

log| log(Np(E)−Np(0))|
logE

= −d

2
�⇒ lim

E→0+
log(N(E) −N(0))|

logE
= −sup

(
d

2
+ κ,

d

ν − d

)
.

The previous results are completed by

THEOREM 0.2. –Assume that (H.1)–(H.3)are satisfied. Assume moreover that

lim sup
E→0+

∣∣∣∣ log| logP({ω0 � E}))|
logE

∣∣∣∣ = κ, κ ∈ [0,+∞).

If d
ν−d

> κ + d
2 , then limE→0+ log(N(E)−N(0))|

logE = − d
ν−d

.

So we see that depending on the value ofκ , the Lifshitz tails are classical (ifκ < d
ν−d

− d
2 ) or quantum

(if κ > d
ν−d

− d
2 ). This can be compared to the transition between the classical and the quantum regimes

exhibited in [6,11].

1. Introduction

On considère un opérateur de Schrödinger aléatoire de la forme

Hω = H + Vω = H +
∑
γ∈Zd

ωγ Vγ , (1)

où
– H = −�+W est un opérateur opérateur de SchrödingerZ

d -périodique, localement dans Lp oùp = 2
si d � 3,p > 2 si d = 4 etp > d/2 si d � 5 (voir [10,3]) ;

– Vγ (·) = V (· − γ ), V : R
d → R est un potentiel ;

– (ωγ )γ∈Zd sont des variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées.
On noteraC(x,n) le cube de côté de longueur 2n + 1 centré enx i.e. C(x,n) = {y ∈ R

d; for j =
1, . . . , d, −n− 1/2< yj − xj � n+ 1/2}.

Nous supposerons queV vérifie
(H.1) il existeν ∈ (d, d + 2] et 0� g− � g+, g+ ∈ Lp(C(0,0)) (ici, p = 2 si d � 3, p > 2 si d = 4 et

p > d/2 sid � 5 et 0< g− sur un ouvert non vide, telles que, pourγ ∈ Z
d etx ∈ C(0,0), on ait

g−(x) � V (x + γ ) · (1+ |γ |)ν � g+(x). (2)

Nous supposerons les variables aléatoires(ωγ )γ∈Zd vérifient
(H.2) elles ne sont pas constantes ; elles sont bornées et leur support commun est l’intervalle[0,ω+].
On remarquera que, quitte à modifier le potentielW , si le support commun des variables aléatoires
(ωγ )γ∈Zd est un intervalle borné, on peut toujours se ramener au cas de l’hypothèse (H.2).

Sous les hypothèses (H.1), (H.2), on sait queH etHω sont auto-adjoints sur H2(R), et qu’ils admettent
tous deux une densité d’états intégrée (voir [10,3,9]). PourHω, celle-ci est définie par

N(E) = lim
n→+∞

�{valeurs propres deHD
ω,n � E}

Vol(C(0, n))
, E ∈ R, (3)

où
– HD

ω,n est la restriction de Dirichlet deHω au cubeC(0, n) ;
– �E est le nombre de points de l’ensembleE et Vol(C(0, n)), le volume deC(0, n).
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ω-presque sûrement, la limite (3) existe, est croissante, continue à droite et indépendante deω.
PourH , on définit la densité d’états intégrée également par (3) où l’on a pris le soin de remplacerHω

parH . On la noteraNp .
On sait que l’ensemble des points de croissance deN (resp.Np) est le spectre presque sûr deHω noté�

(resp. le spectre deH noté�p). On suppose alors que le spectre deHω a une lacune au dessous de 0 i.e.
que
(H.3) il existeδ > 0 tel que� ∩ [−δ,0) = ∅.
Sous l’hypothèse (H.2), ceci implique que le spectre deH admet également une lacune au dessous de 0
(voir [5]). Remarquons aussi que la valeur 0 ne joue aucun rôle particulier puisque nous pouvons toujours
soustraire une constante au potentiel périodique afin de nous ramener à ce cas.

La question qui nous intéresse est le comportement asymptotique deN au voisinage deE. Cette question
a été l’objet de très nombreuses études : en effet, ce comportement est déterminant dans l’analyse spectrale
de l’opérateur aléatoire au voisinage de 0 (voir par exemple, [5,14]).

Dans [7], nous avons étudié la même question sous l’hypothèse limE→0+(log| logP({ω0 � E}))|)/logE
= 0. Cette Note est consacrée au cas où cette hypothèse n’est plus satisfaite.

On démontre

THÉORÈME 1.1. – Supposons que (H.1)–(H.3)sont vérifiées. Alors, on a

lim inf
E→0+

log| log(N(E) −N(0))|
logE

� −sup

(
d

2
− lim inf

E→0+
log| logP({ω0 � E}))|

logE
,

d

ν − d

)
. (4)

Supposons, de plus, que

lim
E→0+

log| log(Np(E)−Np(0))|
logE

= −d

2
(5)

alors, on a

lim sup
E→0+

log| log(N(E) −N(0))|
logE

� −sup

(
d

2
− lim sup

E→0+

log| logP({ω0 � E}))|
logE

,
d

ν − d

)
. (6)

On sait que le comportement deNp au voisinage de 0 est l’un des paramètres contrôlant le comportement
deN (voir [5]). L’hypothèse (5) est toujours vérifiée en dimension 1 ; en dimension quelconque, elle est
vérifiée si 0 est l’infimum du spectre deH [4]. On connaît d’autres exemples où elle est vérifiée (voir par
exemple, [12,8] dans le cas semi-classqiue et [5]).

On notera que le comportement des distributions des variables aléatoires(ωγ )γ∈Zd déterminent si on se
trouvent dans un régime quantique ou classique i.e. si la composante énergie cinétique intervient ou non
dans l’exposant de Lifshitz (au moins dans le cas longue portée). On voit que suivant la valeur deκ , les
asymptotiques de Lifshitz sont classiques (siκ < d

ν−d
− d

2 ) ou quantiques (siκ > d
ν−d

− d
2 ). Ceci doit être

comparé aux comportements trouvés dans [6,11].
Le Théorème 1.1 admet le corollaire immédiat suivant

COROLLAIRE 1.1. – Supposons que (H.1)–(H.3)sont vérifiées. Supposons, de plus, que

lim
E→0+

log| logP({ω0 � E}))|
logE

= −κ, κ ∈ [0,+∞).

Alors,

lim
E→0+

log| log(Np(E)−Np(0))|
logE

= −d

2
�⇒ lim

E→0+
log(N(E) −N(0))|

logE
= −sup

(
d

2
+ κ,

d

ν − d

)
.

On peut compléter le Théorème 1.1 par l’énoncé suivant.

THÉORÈME 1.2. – Supposons que (H.1)–(H.3)sont vérifiées. Supposons, de plus, que

lim sup
E→0+

∣∣∣∣ log| logP({ω0 � E}))|
logE

∣∣∣∣ = κ, κ ∈ [0,+∞).
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Si d
ν−d

> κ + d
2 , alors limE→0+ log(N(E)−N(0))|

logE = − d
ν−d

.

Remarquons d’abord que dans ce résultat, nous ne supposons plus que (5) est satisfaite, i.e. le résultat
vaut sans hypothèses sur le comportement deNp en bord de bande. Ce résultat étend le théorème principal
de [7]. En effet, siκ = 0 et que (H.1) est vérifiée, on a toujoursd

ν−d
> κ + d

2 .
Pour finir, remarquons que les calculs faits ici dans le cas de bords inférieurs de bandes se transposent

de façon immédiate au cas des bords supérieurs à condition de modifier l’hypothèse de signe surV i.e. de
supposerV négatif tel que|V | vérifie (H.1).

2. Démonstration du Théorème 1.1

Clairement, la démonstration du Théorème 1.1 se fait en deux étapes, la preuve de (4) et celle de (6).
La preuve de (4) suit celle de la minoration similaire dans [7]. La preuve de (6) est une conséquence du
théorème de réduction de [5] et des techniques développées pour le cas discret dans [13].

2.1. Le preuve de (4)

Dans [7], on démontre

LEMME 2.1. – Soit α ∈]0,1[. On définit la probabilité

P(ε,α) = P

({
ω; ∀|β| � ε(1+α)/2,

∑
γ∈"

ωγ

(
1+ |β − γ |)ν � ε1+α

})
. (7)

Alors, on a

lim inf
ε→0
ε>0

log| log(N(ε) −N(0))|
logε

� lim inf
ε→0
ε>0

log| log(P (ε,α))|
logε

. (8)

Démonstration. – Bien qu’il n’y soit pas énoncé, le Lemme 2.1 est bien démontré dans [7]. En effet,
en combinant le Théorème 1.2 de [7] avec (2.8) et (2.9) de [7], on obtient immédiatement l’énoncé ci-
dessus. ✷

Il reste alors à minorerP(ε,α). Pour cela, on constate que si, pour|γ | � ε−(1+2α)/(ν−d), on aωγ �
ε1+α(1 + dist(γ,C(0, ε−(1−α)/2))(ν−d)(1−α), alors, pourε suffisamment petit, pour|β| � ε(1+α)/2, on a∑

γ∈" ωγ (1+ |β − γ |)ν � ε1+α . On en déduit immédiatement que

P(ε,α) �
∏

|γ |�ε−(1+2α)/(ν−d)

P
(
ω0 � ε1+α

(
1+ dist

(
γ,C

(
0, ε−(1−α)/2)))(ν−d)(1−α))

.

Donc, siκ = lim infE→0+ log| logP({ω0�E}))|
logE , alors, pourα > 0 etε suffisamment petit,

logP(ε,α) � −ε−κ(1+α)
∑

|γ |�ε−(1+2α)/(ν−d)

(
1+ dist

(
γ,C

(
0, ε−(1−α)/2)))−κ(ν−d)(1−α) � −ε−(κ+d/2)(1+α)

− ε−κ(1+α)
∑

ε−(1−α)/2�|γ |�ε−(1+2α)/(ν−d)

(
1+ dist

(
γ,C

(
0, ε−(1−α)/2)))−κ(ν−d)(1−α)

. (9)

Si (ν − d)κ > d , on choisitα petit de façon à ce que(1 − α)(ν − d)κ > d , alors, la somme ci-dessus est
convergente, et on obtient

lim inf
ε→0
ε>0

log| log(P (ε,α))|
logε

� −(1+ α)

(
κ + d

2

)
.

Si (ν − d)κ < d , pourε suffisamment petit, on calcule le terme principal de la seconde somme pour obtenir∑
ε−(1−α)/2�|γ |�ε−(1+2α)/(ν−d)

(
1+ dist

(
γ,C

(
0, ε−(1−α)/2)))−κ(ν−d)(1−α) � Cε(κ(ν−d)(1−α)−d(1+α))/(ν−d).
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Donc, l’équation (9) donne logP(ε,α) � −Cε−(d(1+α)−2ακ)/(ν−d). En utilisant le Lemme 2.1 et en faisant
tendreα vers 0, on obtient (4). ✷
2.2. Le preuve de (6)

Cette preuve repose sur le résultat suivant tiré de [5]

THÉORÈME 2.1 ([5]). – Sous les hypothèses (H.1)–(H.3), si (5) est vérifiée alors il existe C > 0 et
E0 > 0 telles que, si 0 � E � E0, alors, la densité d’états N vérifie

N(E) −N(0) � CNa(C ·E),

où Na est la densité d’états d’un modèle d’Anderson discret i.e. un opérateur aléatoire Ha
ω agissant sur

$2(Zd ) définit par Ha
ω = −�d + V a

ω avec
– −�d est le Laplacien discret usuel sur Z

d normalisé de façon à ce que sont spectre soit [0,2d] ;
– V a

ω est la matrice diagonale infinie qui a vγ (ω) = ∑
β∈Zd ωβ(1+ |γ − β|)−ν pour γ -ième coefficient

sur la diagonale.

Démonstration. – Ce résultat est une conséquence directe du Lemme 7.1 et de la Proposition 1.1
de [5]. ✷

Il nous suffit maintenant de démontrer queNa vérifie (6). Pour cela, nous utilisons les techniques
développées dans [13] et [9].

A l’instar de [13] et [9], pour L, un entier positif, on définit les opérateursHL
0 , V L

ω , HL
ω par(

HL
ω u

)
(α) =

∑
|α−β|=1
β∈C(0,L)

(
u(α)− u(β)

)
,

(
V L
ω u

)
(α) = vα(ω)u(α), u ∈ $2(

Z
d ∩ C(0,L)

)
,

HL
ω = HL

0 + V L
ω .

PourHL
ω , on définit la densité d’état par

Na
L(E) = E

(
#{ valeurs propres deHL

ω inférieures àE}
(2L+ 1)d

)
.

Alors, le Théorème 2.5 de [13] garantit qu’il existe une constanteC > 0 telle que, pour toutL � 1, on a

Na(E) � Na
L(E) � CPL(E), (10)

où PL(E) = P({HL
ω admet au moins une valeur propre inférieure àE}). Pour estimer cette probabilité, on

suit la preuve du Théorème 10.1 de [9]. Soitδ > 0. On définit les variables aléatoires

ω̂γ =
{
ωγ si ωγ � δ,
δ si ωγ > δ.

Elles sont indépendantes et identiquement distribuées. On considère l’opérateur aléatoireHL
ω̂

définit comme
HL

ω où l’on a remplacé les(ωγ )γ par les(ω̂γ )γ . Notons que le potentielV L
ω̂

vérifie‖V L
ω̂

‖∞ � Cδ (oùC > 0

est une constante). De façon évidente, on obtientNa
L(E) � N̂a

L(E) si N̂a
L(E) est la densité d’états pourHL

ω̂
.

On choisit L= cE−1/2 et δ = E/c (où c > 0 est petit mais tel queδ soit également petit). Pourc et E
suffisamment petits, l’équation (10.15) dans [9] devient

PL(E) � P

({
ω; 1

(2L+ 1)d
∑

|γ |�L

vγ (ω̂) � δ

K

})
, (11)

où la constanteK > 0 peut être rendue arbitrairement grande en diminuantc.
Estimons cette dernière probabilité. Pour cela, on fixe 0< α < 1 et on calcule

1

(2L+ 1)d
∑

|γ |�L

vγ (ω̂) =
∑
β∈Zd

ω̂β

(
1

(2L+ 1)d
∑

|γ |�L

(
1+ |γ − β|)−ν

)
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� 1

C(2L + 1)d
∑

|β|�L

ω̂β + 1

C

∑
L<|γ |�δ−(ν−d)(1−α)

ω̂γ

(
1+ |γ | +L

)−ν
,

oùC > 0 est une constante fixée.
Donc,

P

({
ω; 1

(2L+ 1)d
∑

|γ |�L

vγ (ω̂) � δ

K

})
� P1 · P2, (12)

où

P1 = P

({
ω; 1

(2L+ 1)d
∑

|γ |�L

ω̂γ � C
δ

K

})
,

P2 = P

({
ω;

∑
L<|γ |�δ−(ν−d)(1−α)

ω̂γ

(
1+ |γ | +L

)−ν � C
δ

K

})
.

Ces deux dernières probabilités s’estiment par les techniques de grandes déviations classiques (voir,
par exemple, [1,2]). Avec les choix faits ci-dessus pour L etδ, on obtient en résultat queP1 �
e−Ld | log(P(ω̂0=0))|/C , P2 � e−(| log(P(ω̂0=0))|+δ−d/(ν−d))/C . En utilisant (12), (11) et (10), on obtient que,
pour E suffisamment petit,Na(E) � e−(Ld | log(P(ω̂0=0))|+| log(P(ω̂0=0))|+δ−d/(ν−d))/C . Comme L= cE−1/2

et δ = E/c, ceci nous donne (6).

3. Démonstration du Théorème 1.2

La preuve de ce résultat se fait également en deux étapes. La minoration est obtenue comme dans la
partie 2.1 en utilisant l’hypothèse qued

ν−d
> κ + d

2 . La majoration de l’exposant est obtenue exactement
comme celle dans [7].
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