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Résumé On obtient des formules de caractères pour certaines représentations irréductibles du groupe
Sp(2m,Fp) en égale caractéristique. Ces formules peuvent sortir du domaine de validité de
la conjecture de Lusztig, ainsi pour touts � p−3

2 on a une formule de caractère pour
L(s ωm). On démontre ces résultats à l’aide de la théorie des paires duales et de la formule
modulaire de Verlinde.Pour citer cet article : S. Foulle, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335
(2002) 11–16.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier
SAS

Character formulas of irreducible representations of the symplectic
group in prime characteristic

Abstract We obtain character formulas of some irreducible representations of Sp(2m,Fp) in equal
characteristic. These formulas can be outside the validity domain of the Lusztig conjecture,
for instance for alls � p−3

2 we get the character of the irreducible representation with
highest weightsωm. The proof uses dual pairs theory and the modular Verlinde formula.
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Abridged English version

All vector spaces are defined over the ground fieldFp, with p prime. LetV be a vector space of
dimension 2m endowed with a symplectic formQV . SetG= Sp(V ) and letH be a maximal torus inG.
LetP =X(H) be the group of characters ofH and letP+ be the set of dominant weights relative to a Borel
subgroup. There is aZ -basisε1, . . . , εm of P such that the fundamental weights areωl = ε1 + · · ·+ εl , and
thusP+ = Nω1 ⊕· · ·⊕Nωm. For eachλ= ∑m

i=1λiεi ∈ P+ let Y (λ) be the Young diagram withλi boxes
on theith row for all i. We writeL(λ) for the irreducibleG-module with highest weightλ andL(λ)µ its
µ-weight space.
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Let Y be a Young diagram. A tableau of shapeY is a filling of the boxes ofY with positive integers.
A tableauT is a Sp(V )-standard tableau of shapeY if it satisfies:
(1) T is a semi-standard tableau onY (λ), i.e., the numbering is strictly increasing in the columns and

nondecreasing in the rows.
(2) The labels ofT are� 2m.
(3) If t1< t2< · · · are the labels of the first column ofT , thenti+1> 2i for all i.
The weight of T is µ= ∑m

i=1µiεi , with

µi = (number of boxes ofT with label 2i) – (number of boxes ofT with label 2i − 1).

For allj let T [j ] be the Young diagram of all boxes with a label� j . For any Young diagramY , we denote
the number of boxes ofY by card(Y ).

Let n be an auxiliary integer and letY be a Young diagram with at mostn boxes on the first line. We
write c(Y ) for the number of boxes on the columnsn andn− 1 of Y .

THEOREM 0.1. –Supposen� 2 andp � 2n+ 3. Letλ ∈ P+ with λ1 = n andp− 2m� 2n− c(Y (λ)).
Then dimL(λ)µ is the number ofSp(V )-standard tableauxT on Y (λ) with weightµ such that for all
i �m one hasp − 2i � 2n− c(T [2i]), and ifp − 2i = 2n− c(T [2i]) we exclude the tableaux such that
2i − 1 is in the columnn of Y (λ), 2i is not,2i is in the column(n− 1) of Y (λ) and2i − 1 is not.

In particular this leads to a character formula forL(sωm) for all s such that 2� s � p−3
2 .

For n = 1 we have a similar formula which we shall now describe. In this particular case, a recursive
formula for dimL(λ) was proved in [4] under the hypothesis of 0.2. The following result provides a direct
fomula.

THEOREM 0.2. – If l �m+ 2 − p, thendimL(ωl)µ is the number ofSp(V )-standard tableauxT on
Y (λ) with weightµ such that for alli �m, one hasi + 2− p � card(T [2i]).

For instance ifp = 2, all weights ofL(ωm) are conjuguate toωm and dimL(ωm)= 2m.
We also recover the characters formulas of [10] forL(

p−1
2 ωm) andL(p−3

2 ωm + ωm−1). The preceding
results together with the Steinberg tensor product theorem give us a character formula forL(λ) when
λ= λ0 +pλ1 +· · ·+plλl and eachλi satisfies the hypothesis of Theorem 1.1 or Theorem 1.2. For instance
we have the character ofL(sωm) for anys in characteristic 2 and dimL(sωm)= 2mr , wherer is the number
of 1 in the 2-adic decomposition ofs.

Sketch of the proof. –Following the ideas of [7] and [8], the proof is based on some dual pair [5] and the
modular Verlinde formula [3].

At first we explain the process in null characteristic. LetW be an auxiliary vector space of dimension
2n endowed with a symplectic formQW . ThenV ⊗W is a quadratic space with formQV ⊗QW . Let
S = S+ ⊕ S− be the spin representation of Spin(V ⊗W). Since Sp(V )× Sp(W) is simply connected, its
natural action onV ⊗W lifts to Sp(V )× Sp(W)→ Spin(V ⊗W). ThusS becomes a(Sp(V )× Sp(W))-
module and it is a(Sp(V ),Sp(W)) dual pair in the sense of [5]. This implies the following theorem.

THEOREM 0.3. – We have the following equality between(Sp(V )× Sp(W))-modules

S =
⊕

Y (λ)⊂R(m,n)
LV (λ)⊗LW(λ̌).

We should explain the notations used in the preceding result. HereR(m,n) is the rectangle withm rows
andn columns. The notationY (λ) ⊂ R(m,n) means thatY (λ) is contained inR(m,n), and the first box
in the first row ofY (λ) is the same as the first box in the first row ofR(m,n). Let C = R(m,n)\Y (λ).
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Applying a 180 degrees rotation toC and then a transposition givesY (λ̌) (seeExample 1 of the French
version).

LetV+ be a maximal isotropic subspace ofV and setL= V+ ⊗W . As a Sp(W)-module,S is isomorphic
to !L = (!W)⊗m. Set!µW = ⊗m

i=1!
µi+nW whereµ = ∑m

i=1µiεi . From Theorem 0.3 one deduces
dimLV (λ)µ = [!µW :LW(λ̌)], where[!µW :LW(λ̌)] is the multiplicity ofLW(λ̌) in the Sp(W)-module
!µW .

When the ground field isFp , S is still a (Sp(V ),Sp(W)) dual pair (cf. [1]) and the formula becomes

dimLV (λ)µ = [
!µW : TW(λ̌)

]
,

whereTW(β) is the indecomposable tilting Sp(W)-module with highest weightβ and[!µW : TW(λ̌)] is the
multiplicity, as a direct summand, ofTW (λ̌) in the Sp(W)-tilting module!µW . Thus we have to decompose
!µW as a direct sum ofTW(ν). By induction this reduces to the decomposition of!lW ⊗ TW(β).

For simplicity we drop theW in TW (λ) and other notations and writeT (λ). LetWaff be the affine Weyl
group generated by the Weyl group of Sp(W) and the affine reflections0 : λ �→ λ − (λ(h0)− p)α0 with
h0 the highest coroot andα0 the highest short root. We denote by{αi}i∈I the simple roots and{hi}i∈I
the corresponding coroots. Next we definePR = R ⊗ P and the fundamental alcoveCfond = {λ ∈ PR |
(λ+ ρ)(h0) < p and 0< (λ+ ρ)(hi) for all i}. We are interessed byC0 = Cfond∩P+, which is not empty
if and only if p � 2n.

From now on we assumep � 2n, and this implies!lW = T (ωl)⊕ T (ωl−2)⊕ · · · with all ωl in Cfond.
We still have to decompose!lW ⊗ T (β), β ∈ P+. For simplicity we assumep� 2n+ 2.

LEMMA 0.4. – (i) If β does not belong toC0, then!lW ⊗ T (β) is a direct sum of T (ν) with
ν ∈ P+ \C0.

(ii) If β belongs toC0 we have the formula

!lW ⊗ T (β)=
⊕

γ∈C0

T (γ )Dγ ⊕ T ,

whereT is a direct sum ofT (ν) with ν ∈ P+ \C0, Dγ = ∑
w∈Waff

ε(w)Cw(γ+ρ)−ρ andCγ is defined by

the characteristic0 decomposition!lW ⊗L(β)= ⊕
L(γ )Cγ .

This is a straightforward consequence of the modular Verlinde formula [3]. Ifλ̌ belongs toC0 the
Lemma 0.4(i) shows thatT can be neglected to obtain dimLV (λ)µ, and the formula forDγ together with
the calculus ofCγ gives the character ofLV (λ).

Nous obtenons des formules de caractères pour tous les groupes classiques, mais on se restreint ici aux
groupes symplectiques faute de place. On trouvera les démonstrations complètes dans [2].

1. Les formules de caractères

On prend pour corps de baseK = Fp oùp est un nombre premier, et on considère un espace vectoriel
V surK de dimension 2m muni d’une forme bilinéaire alternée non dégénéréeQV . On poseG= Sp(V ),
H désigne un tore maximal deG etW le groupe de Weyl deG. SoitP =X(H) le groupe des caractères
deH etP+ l’ensemble des poids dominants relativement à un sous-groupe de Borel. Il existe uneZ-base
ε1, . . . , εm deP telle que les poids fondamentaux sont lesωl = ε1+· · ·+εl , d’oùP+ = Nω1⊕· · ·⊕Nωm.
On associe àλ = ∑m

i=1λiεi ∈ P+ le diagramme de YoungY (λ) avecλ1 boîtes sur la première ligne,
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λ2 boîtes sur la seconde ligne, etc. Enfin pour toutλ ∈ P+ on noteL(λ) leG-module irréductible surK de
plus haut poidsλ etL(λ)µ son sous-espace de poidsµ.

Soit Y un diagramme de Young. Un tableau de formeY est un remplissage des boîtes deY par des
entiers> 0. Un tableauT est dit Sp(V )-standard de formeY si et seulement si :
(1) T est un tableau semi-standard de formeY , ce qui signifie que la numérotation est strictement croissante

dans chaque colonne et croissante au sens large dans chaque ligne.
(2) Les numéros deT sont � 2m.
(3) Si t1< t2 < · · · sont les numéros des boîtes situées sur la première colonne deT , on ati+1 > 2i pour

tout i.
Le poids deT estµ= ∑m

i=1µiεi , avec

µi = (nombre de boîtes deT ayant le numéro 2i) – (nombre de boîtes deT ayant le numéro 2i − 1).

Pour toutj on noteT [j ] le diagramme constitué des boîtes ayant un numéro� j . Enfin pour tout
diagramme de YoungY , on note card(Y ) le nombre total de ses boîtes.

Fixons un entiern auxiliaire et soitY un diagramme de Young avec au plusn boîtes sur sa première
ligne. On notec(Y ) le nombre de boîtes sur les colonnesn etn− 1 deY .

THÉORÈME 1.1. – On supposen � 2 et p � 2n + 3 . Soit λ ∈ P+ tel queλ1 = n et p − 2m �
2n− c(Y (λ)). AlorsdimL(λ)µ est le nombre de tableauxSp(V )-standardsT de formeY (λ) et de poidsµ
tels que pour touti �m, on a p− 2i � 2n− c(T [2i]), et sip− 2i = 2n− c(T [2i]) on exclut les tableaux
tels que2i − 1 figure sur la colonnen deY (λ), 2i n’y figure pas,2i figure sur la colonnen− 1 deY (λ) et
2i − 1 n’y figure pas.

Si on omet la condition faisant intervenirp, on retrouve la combinatoire de caractéristique 0 de [9].
La condition portant surp − 2m montre que les formules obtenues peuvent être en dehors du domaine
de validité de la conjecture de Lusztig [6]. Ainsi pour touts vérifiant 2� s � p−3

2 on a une formule de
caractère pourL(s ωm).

Dans le casn= 1 on a un énoncé similaire que l’on décrit ci-dessous. On notera que dans [4] on trouve
une formule itérative pour calculer les dimensions desL(ωl) sous l’hypothèse du Théorème 1.2. Nous
obtenons une formule directe pour ces dimensions et celles des sous-espaces de poids.

THÉORÈME 1.2. – Si l � m + 2 − p, dimL(ωl)µ est le nombre de tableauxSp(V )-standardsT de
formeY (λ) et de poidsµ tels que pour touti �m on ait i + 2−p � card(T [2i]).

Si p= 2 par exemple, tous les poids deL(ωm) sont conjugués àωm et dimL(ωm)= 2m.
Les formules des Théorèmes 1.1 et 1.2 sont stables au sens suivant : si on place une ligne den boîtes

avant la première ligne deY (λ), on obtient un nouveau diagramme pour Sp2m+2(K) qui vérifie toujours les
hypothèses des Théorèmes 1.1 ou 1.2. On obtient donc des formules de caractères pour la limite inductive
Sp∞(K) des Sp2m(K) (l’inclusion Sp2m−2(K)⊂ Sp2m(K) correspond à la suppression de la racine simple
courteε1 − ε2 du diagramme de Dynkin de Sp2m(K)).

Nous retrouvons également les formules de caractères de [10] pourL(
p−1

2 ωm) etL(p−3
2 ωm + ωm−1).

Les résultats précédents et le théorème du produit tensoriel de Steinberg permettent d’obtenir une formule
de caractère pourL(λ) lorsqueλ = λ0 + pλ1 + · · · + plλl et chaqueλi satisfait aux conditions du
Théorème 1.1 ou du Théorème 1.2. On a par exemple le caractère deL(sωm) pour touts en caractéristique 2
et dimL(sωm)= 2mr , où r est le nombre de 1 dans l’écriture 2-adique des.

2. Esquisse de la preuve

Nous obtenons les formules précédentes en suivant la démarche exposée dans [7] et [8], les deux outils
principaux étant une paire duale particulière [5] et la formule modulaire de Verlinde [3].
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On explique d’abord le procédé en caractéristique 0. SoitW un espace vectoriel auxiliaire de dimension
2n muni d’une forme bilinéaire alternée non dégénéréeQW . On munit V ⊗ W du produit scalaire
QV ⊗ QW . Soit S = S+ ⊕ S− la représentation spin de Spin(V ⊗ W). Comme Sp(V ) × Sp(W) est
simplement connexe, son action naturelle surV ⊗W se relève en Sp(V ) × Sp(W) → Spin(V ⊗W). Il
en résulte une structure de(Sp(V )× Sp(W))-module surS. On a alors une(Sp(V ),Sp(W)) paire duale au
sens de [5], d’où le théorème ci-dessous.

THÉORÈME 2.1. –On a l’égalité suivante entre(Sp(V )× Sp(W))-modules

S =
⊕

Y (λ)⊂R(m,n)
LV (λ)⊗LW(λ̌).

Il reste à expliquer les notations utilisées dans l’énoncé précédent. L’inclusionY (λ)⊂ R(m,n) signifie
queY (λ) est contenu dans un rectangleR(m,n) dem lignes etn colonnes, la première boîte de la première
ligne deY (λ) étant la même que celle deR(m,n). Soit C le complémentaire deY (λ) dansR(m,n). En
lui appliquant une rotation de 180 degrés et en passant au diagramme transposé on trouveY (λ̌), comme le
montre l’exemple suivant.

Exemple1. – Sim= 3, n= 5 etλ= 4ε1 + 2ε2 + ε3, on aλ̌= 3ε1 + 2ε2 + 2ε3 + 1ε4 + 0ε5.

La première figure est celle deY (λ), la seconde représente l’inclusionY (λ) ⊂ R(3,5) et la troisième
montreY (λ̌).

SoitV+ un sous-espace totalement isotrope maximal deV et posonsL= V+ ⊗W . En tant que Sp(W)-
module,S s’identifie à!L = (!W)⊗m. En particulier on retrouve!W = ⊕n

k=0LW(ωk)
n−k+1 dans le

casm = 1. Posons!µW = ⊗m
i=1!

µi+nW oùµ = ∑m
i=1µiεi . On déduit du théorème que la dimension

de LV (λ) est la multiplicité deLW(λ̌) dans!L vu comme Sp(W)-module. On a plus précisément
dimLV (λ)µ = [!µW : LW(λ̌)], où [!µW : LW(λ̌)] est la multiplicité deLW(λ̌) dans le Sp(W)-module
!µW .

LorsqueK est de caractéristiquep, S est encore une(Sp(V ),Sp(W)) paire duale (cf. [1]), et en adaptant
le procédé on obtient la formule

dimLV (λ)µ = [
!µW : TW(λ̌)

]
,

où TW(β) désigne le Sp(W)-module basculant indécomposable de plus haut poidsβ , et [:!µW : TW(λ̌)]
est la multiplicité, comme facteur direct, deTW (λ̌) dans le Sp(W)-module basculant!µW . Pour en déduire
des formules de caractères, on doit écrire les!lW et lesTW(α) ⊗ TW(β) comme sommes directes de
modulesTW(γ ).

On travaille maintenant avec Sp(W) et on emploie les notationsT (λ), P+, . . . pour TW(λ), P
+
W , . . . .

On définit le groupe de Weyl affineWaff comme étant le groupe engendré parW et la symétrie affines0 :
λ �→ λ− (λ(h0)− p)α0 avech0 la plus grande coracine etα0 la plus grande racine courte. On désigne par
{αi}i∈I l’ensemble des racines simples et par{hi}i∈I les coracines correspondantes. On posePR = R ⊗ P

et on définit l’alcôve fondamentaleCfond = {λ ∈ PR | (λ+ ρ)(h0) < p et 0< (λ+ ρ)(hi) pour touti}. On
pose enfinC0 = Cfond ∩ P+, etC0 est non vide si et seulement sip � 2n, ce qu’on suppose jusqu’à la fin
de l’article.

Sous cette hypothèse on a!lW = T (ωl) ⊕ T (ωl−2) ⊕ · · · et tous les poids fondamentaux sont dans
l’adhérence de l’alcôve fondamentale. Il reste à trouver la décomposition deT (α)⊗ T (β) avecα,β ∈ P+.
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C’est un module basculant et on a doncT (α) ⊗ T (β) = ⊕T (γ )nγ . La formule suivante permet le calcul
denγ pourγ ∈ C0.

THÉORÈME 2.2 (Formule modulaire de Verlinde [3]). –Soitγ ∈ C0.
(i) Siα ouβ n’appartient pas àC0, alorsnγ = 0.
(ii) Si α et β appartiennent àC0 on anγ = ∑

w∈Waff
ε(w)Kw(γ+ρ)−ρ où lesKγ sont les constantes de

Kostant, i.e., on aL(α)⊗L(β)= ⊕
L(γ )Kγ en caractéristique0.

Il nous suffit de décomposer les!lW ⊗ T (β) pour obtenir les formules de caractères. Sip � 2n+ 2
par exemple, tous les poids fondamentaux sont dansC0 et on déduit immédiatement de ce qui précède la
décomposition

!lW ⊗ T (β)=
⊕

γ∈C0

T (γ )Dγ ⊕ T ,

où T est somme directe de certainsT (ν) avecν ∈ P+ \ C0, Dγ = ∑
w∈Waff

ε(w)Cw(γ+ρ)−ρ et Cγ est

défini par la décomposition de caractéristique zéro!lW ⊗ L(β) = ⊕
L(γ )Cγ . Si λ̌ appartient àC0 le

Théorème 2.2.(i) montre queT n’apporte aucune contribution au calcul de dimLV (λ)µ, et la proposition
suivante combinée à la formuleDγ = ∑

w∈Waff
ε(w)Cw(γ+ρ)−ρ permet de calculer le caractère deLV (λ).

PROPOSITION 2.3. – En caractéristique0 on a pour toutl � dimW :!lW ⊗L(β)= ⊕
(γ1,γ )

L(γ ) où
les couples(γ1, γ ) sont obtenus comme suit.
(i) On ajouter boîtes(r � l), au plus une par ligne, àY (β), de manière à obtenir un diagramme de Young

Y1, etγ1 est l’unique poids dominant tel queY1 = Y (γ1).
(ii) On retranches = l − r boîtes, au plus une par ligne, àY1, de manière à obtenir un diagramme de

YoungY , etγ est l’unique poids dominant tel queY = Y (γ ).
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