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Résumé On étudie les structures de Poisson sur des variétés singulières. On considère dans ce but le
complexe de Koszul associé aux équations d’une intersection complète. Ce complexe forme
une algèbre différentielle graduée qui est équivalente à l’algèbre de la variété. On montre
qu’une structure de Poisson est équivalente à la donnée d’une famille de multidérivations
sur le complexe de Koszul. Si notre variété a des singularités isolées, alors on peut construire
une telle famille de multidérivations de forme réduite.Pour citer cet article : B. Fresse,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002) 5–10.  2002 Académie des sciences/Éditions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

Poisson structures over a complete intersection with isolated
singularities

Abstract We study Poisson structures over singular varieties. For this purpose, we consider the
Koszul complex associated to the equations of a complete intersection. This complex forms
a differential graded algebra which is equivalent to the algebra of the variety. We show that
a Poisson structure is equivalent to a sequence of multiderivations over the Koszul complex.
If the variety has isolated singularities, then we can construct a sequence of multiderivations
of reduced form.To cite this article: B. Fresse, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002)
5–10.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

Let O be a commutative algebra. This algebra is equipped with a Poisson structure if we have an
antisymmetric biderivation{−,−} : O⊗O → O such that{f, {g,h}}+ {g, {h,f }}+ {h, {f,g}} = 0, for all
f,g,h ∈ O. We would like to study such structures in the caseO is the algebra of a complete intersection
with isolated singularities. Our idea is to replace the algebra of a singular affine scheme by an equivalent
free differential graded algebra.

1.Differential graded modules. –We work in the category of differential gradedC-modules (dg-modules,
for short). We adopt the following classical conventions. A dg-moduleV is either lower gradedV = V∗ or
upper gradedV = V ∗. The relationV d = V−d makes a lower grading equivalent to an upper grading. The
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notation|v| refers to the lower degree of a homogeneous elementv ∈ V . The differential ofV is denoted
by δ : V → V . The homology of the complex associated toV is denoted byH∗(V ). A morphism of dg-
modulesV → W is quasi-iso if the induced morphismH∗(V ) → H∗(W) is iso.

The tensor product of dg-modulesV andW is the dg-module such that(V ⊗W)n = ⊕
∗∈ZV∗ ⊗Wn−∗.

The differential of a tensorv ⊗ w ∈ V ⊗ W is given by the classical formulaδ(v ⊗ w) = δ(v) ⊗ w +
±v ⊗ δ(w), where± = (−1)|v|. We have a symmetry isomorphismV ⊗ W → W ⊗ V defined by
c(v ⊗ w) = ±w ⊗ v, where± = (−1)|v|·|w|. In the sequel, the notation± refers to the sign produced
by a permutation of homogeneous elements, whose explicit determination follows from the definition of
the symmetry isomorphism.

The module of homogeneous morphisms fromV to W is the upper graded dg-module such that
Homn(V,W) = ∏

∗∈Z Hom(V∗+n,W∗). The differential of a homogeneous morphismf ∈ Hom∗(V ,W)

is provided by the commutator off with the differentials ofV andW . We have explicitlyδ(f ) =
δf − ±f δ, where± = (−1)|f |. A 0-cocyclef ∈ Hom0(V ,W) is equivalent to a morphism of dg-modules
f : V → W .

2.Differential graded algebras. –A commutative dg-algebra is a dg-modulẽO equipped with a product
Õ ⊗ Õ → Õ which is associative and commutative. The commutativity relation involves a sign because of
the definition of the symmetry isomorphism̃O ⊗ Õ → Õ ⊗ Õ.

By convention, a polynomial algebrãO = C[ũ1, . . . , ũr ] denotes a commutative dg-algebra which, as a
graded commutative algebra, is freely generated by homogeneous elementsũ1, . . . , ũr ∈ Õ. Let us mention
that the differential ofÕ is determined by the differential of the generatorsδ(ũ1), . . . , δ(ũr) ∈ Õ.

3. Resolutions. –A resolution of a commutative algebraO is a polynomial dg-algebrãO such that
H0(Õ) = O andH∗(Õ) = 0 if ∗ > 0. Equivalently, we assume thatO is a dg-algebra concentrated in
degree 0. The resolutioñO is a dg-algebra equipped with an augmentation morphismε : Õ → O which is
quasi-iso.

Let us assume thatO is the algebra of a complete intersectionh1(x1, . . . , xn)= · · · = hm(x1, . . . , xn)= 0.
In this case, a resolution ofO is provided by the Koszul complex of the sequence(h1, . . . , hm), which is
nothing but the dg-algebrãO = C[x1, . . . , xn, h̃1, . . . , h̃m], where|h̃j | = 1 andδ(h̃j )= hj (x1, . . . , xn).

4.On Kähler differentials. –The definition of the algebra of Kähler differentials�∗(Õ) can be extended
to the case of a dg-algebrãO. Precisely, we consider the dg-algebra overÕ generated by the elements df ,
wheref ∈ Õ, together with the relations d(fg) = df · g + ±f · dg, where± = (−1)|f |. We have also
|df | = 1 + |f | andδ(df ) = −d(δ(f )). (The differential symbold is equivalent to a tensor of degree 1.)
The homogeneous component�s(Õ) is the dg-module generated by the productsf0 · df1 · · ·dfs ∈�∗(Õ)
(with s differentials).

Similarly, we have a dg-module of multivectorsT s(Õ)∗ which is defined by the identityT s(Õ)m =
Homn

Õ
(�s(Õ), Õ). An elementπ̃ ∈ T s(Õ)m is equivalent to an antisymmetric multiderivationπ̃ : Õ ⊗

· · · ⊗ Õ → Õ which decreases the degree bym− s. The superscripts (respectively,m) refers to the order
(respectively, to the degree) of the multivectorπ̃ .

5.Poisson structures. –The dg-module of multivectors is endowed with the Schouten–Nijenhuis bracket
[−,−] : T s(Õ)m ⊗ T t (Õ)n → T s+t−1(Õ)m+n−1 as in the classical differential calculus. Furthermore, a
Poisson structure is equivalent to a bivectorπ̃2 ∈ T 2(Õ)2 such thatδ(π̃2)= 0 and[π̃2, π̃2] = 0. We define
a homotopy Poisson structure as a sequence of multivectorsπ̃s ∈ T s(Õ)2, s � 2, whose sum̃π∗ = ∑

s π̃s
verifies the Maurer–Cartan equationδ(π̃∗)+ 1/2 · [π̃∗, π̃∗] = 0.

We have obtained the following results:

THEOREM 1. – LetO be a commutative algebra overC equipped with a Poisson structure. Let us fix a
free differential graded resolution ofO as in paragraph3. The algebraÕ has a homotopy Poisson structure
π̃∗ ∈ T ∗(Õ) such thatε(π̃2(df,dg))= {ε(f ), ε(g)}, for all f,g ∈ Õ.
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THEOREM 2. –LetO be a commutative algebra overC equipped with a Poisson structure. We assume
that O is the algebra of a complete intersection with isolated singularitiesh1(x1, . . . , xn) = · · · =
hm(x1, . . . , xn)= 0. We consider the Koszul resolution ofO introduced in paragraph3. We localize these
algebras atP ∈ SpecO. There is a germ of homotopy Poisson structureπ̃∗ ∈ T ∗(ÕP ), as in Theorem1,
such that, for2� s � n−m, we have

π̃s (df1, . . . ,dfs)=
{
�̃s(df1, . . . ,dfs,dh1, . . . ,dhm) if deg(f1)= · · · = deg(fs)= 0,
0 otherwise,

where�̃s :�s+m(C[x1, . . . , xn]P)→ (ÕP )s−2.

SoitO une algèbre commutative surC. Une structure de Poisson surO est la donnée d’une bidérivation
antisymétrique{−,−} :O⊗O → O vérifiant la relation{f, {g,h}}+{g, {h,f }}+{h, {f,g}} = 0, quelque
soientf,g,h ∈ O. On voudrait étudier ces structures quandO est l’algèbre d’une intersection complète à
singularités isolées. L’idée consiste à remplacer l’algèbre d’un schéma affine singulier par une algèbre
différentielle graduée libre équivalente.

1. Calcul différentiel gradué

1.1. Modules différentiels gradués

On travaille dans la catégorie des modules différentiels gradués surC (pour abréger, on parlera de dg-
modules). On adopte les conventions classiques suivantes. Un dg-moduleV est soit gradué inférieurement
V = V∗ soit gradué supérieurementV = V ∗. La relationV d = V−d rend une graduation inférieure
équivalente à une graduation supérieure. La notation|v| renvoie au degré d’un élément homogènev ∈ V .
La différentielle deV est notéeδ : V → V . L’homologie du complexe associé àV est notéeH∗(V ). Un
morphisme de dg-modulesV → W est quasi-iso si le morphisme induitH∗(V ) → H∗(W) est iso.

Le produit tensoriel des dg-modulesV etW est le dg-module tel que(V ⊗W)n = ⊕
∗∈Z V∗ ⊗Wn−∗. La

différentielle d’un tenseurv⊗w ∈ V ⊗W est donnée par la formule classiqueδ(v⊗w) = δ(v)⊗w+±v⊗
δ(w), où± = (−1)|v|. On a un isomorphisme de symétrieV ⊗W → W⊗V défini parc(v⊗w)= ±w⊗v,
où ± = (−1)|v|·|w|. En général, la notation± renvoie au signe produit par une permutation d’éléments
homogènes, dont la valeur résulte de la définition de l’isomorphisme de symétrie.

Le module des morphismes homogènes deV dansW est le dg-module gradué supérieurement tel que
Homn(V,W)= ∏

∗∈Z Hom(V∗+n,W∗). La différentielle d’un morphisme homogènef ∈ Hom∗(V ,W) est
donnée par le commutateur def avec les différentielles deV etW . On a explicitementδ(f )= δf − ±f δ,
avec ± = (−1)|f |. Un 0-cocyclef ∈ Hom0(V ,W) est équivalent à un morphisme de dg-modules
f : V → W .

1.2. Algèbres différentielles graduées

Une dg-algèbre commutative est un dg-moduleÕ muni d’un produitÕ ⊗ Õ → Õ qui est associatif
est commutatif. La relation de commutativité comporte un signe dû à la définition de l’isomorphisme de
symétrieÕ ⊗ Õ → Õ ⊗ Õ.

Par convention, une algèbre polynomialeÕ = C[ũ1, . . . , ũr ] désigne une dg-algèbre commutative qui, en
tant que dg-algèbre, est librement engendrée par des éléments homogènesũ1, . . . , ũr ∈ Õ. La différentielle
deÕ est déterminée par la différentielle des générateursδ(ũ1), . . . , δ(ũr) ∈ Õ.
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1.3. Résolutions

Une résolution d’une algèbre commutativeO est une algèbre polynomialẽO telle queH0(Õ) = O et
H∗(Õ)= 0 si ∗> 0. De façon équivalente, on suppose queO est une dg-algèbre concentrée en degré 0. La
résolutionÕ est une dg-algèbre munie d’un morphisme d’augmentationε : Õ → O qui est quasi-iso.

Supposons par exemple queO est l’algèbre d’une intersection complèteh1(x1, . . . , xn) = · · · =
hm(x1, . . . , xn) = 0. On a alors une résolution deO qui est fournie par le complexe de Koszul
de la suite(h1, . . . , hm). Ce complexe n’est rien d’autre que l’algèbre différentielle graduéeÕ =
C[x1, . . . , xn, h̃1, . . . , h̃m] où |h̃j | = 1 etδ(h̃j )= hj (x1, . . . , xn). On note simplement quẽhi h̃j = −h̃j h̃i ,
d’après la règle de commutation des variables homogènes.

2. Structures de Poisson homotopiques

2.1. Formes de Kähler

La définition de l’algèbre des formes de Kähler s’étend au cadre différentiel gradué. Ainsi, on définit
�∗(Õ) comme la dg-algèbre sur̃O engendrée par les éléments df , avecf ∈ Õ, et quotientée par les
relations d(fg)= df · g+ ±f · dg, où± = (−1)|f |. On a aussi|df | = |f | + 1 etδ(df )= −d(δ(f )). (Le
symbole de différentielled est équivalent à un tenseur de degré 1.) La composante homogène�s(Õ) est le
dg-module engendré par les produitsf0 · df1 · · ·dfs ∈�∗(Õ) (comportants différentielles).

2.2. Multivecteurs

On a également un dg-module de multivecteursT s(Õ)∗ défini par la relationT s(Õ)m = Homm

Õ
(�s(Õ), Õ).

Un élémentπ̃ ∈ T s(Õ)m équivaut à une multidérivation antisymétriqueπ̃ : Õ ⊗ · · · ⊗ Õ → Õ qui dimi-
nue le degré dem− s. L’exposants (respectivement,m) renvoie à l’ordre (respectivement, au degré) du
multivecteurπ̃ .

On munit le dg-module des multivecteurs du crochet de Schouten–Nijenhuis

[−,−] : T s(Õ)m ⊗ T t
(
Õ

)n → T s+t−1(Õ)m+n−1

comme dans le calcul différentiel classique. On a explicitement[P,Q] = P ◦ Q + ±Q ◦ P , où P ◦
Q(df1, . . . ,dfs+t−1)= ∑±P(dfi1, . . . ,dfis−1,dQ(dfj1, . . . ,dfjt )), pour tout multivecteursP ∈ T s(Õ)∗
etQ ∈ T t (Õ)∗. Les signes sont déterminés par la règle de commutation des tenseurs. La somme s’étend
sur l’ensemble des décompositions{1, . . . , s + t − 1} = {i1, . . . , is−1} ∪ {j1, . . . , jt }.
2.3. Structures de Poisson

Une structure de Poisson homotopique est une suite de multivecteursπ̃s ∈ T s(Õ)2, s � 2, dont la somme
π̃∗ = ∑

s π̃s (définie formellement) vérifie l’équation de Maurer–Cartanδ(π̃∗) + 1/2 · [π̃∗, π̃∗] = 0. On
obtient les équations que vérifient les multivecteursπ̃s , s � 2, en développant les composantes d’ordre
homogène de cette équation. On a explicitement :

δ(π̃s)+ 1

2
·

∑
p+q=s+1

[π̃p, π̃q ] = 0,

pour tout s � 2. En particulier, pours = 2, on obtient l’équationδ(π̃2) = 0. Pour s = 3, on obtient
δ(π̃3)+ 1/2 · [π̃2, π̃2] = 0.

Une structure de Poisson équivaut à une structure de Poisson homotopique telle queπ̃s = 0 pour
s �= 2. Considérons les multidérivations{−, · · · ,−}s : Õ ⊗ · · · ⊗ Õ → Õ associées aux multivecteurs
π̃s ∈ T s(Õ)2, s � 2. On a par définition{f1, . . . , fs}s = ±π̃s(df1, . . . ,dfs). Le signe provient de la
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commutation des symboles différentielsd avec les élémentsf1, . . . , fs . La composante d’ordres = 2
de l’équation de Maurer–Cartan équivaut à la relationδ{f1, f2}2 = {δ(f1), f2}2 + ±{f1, δ(f2)}2. La
composante d’ordres = 3 se réécrit :

{{f1, f2}2, f3
}

2 + ±{{f2, f3}2, f1
}

2 + ±{{f3, f1}2, f2
}

2 = ±δ(π̃3)(df1,df2,df3).

Ainsi, en général, on suppose seulement que la relation de Jacobi est vérifiée modulo un cobord (qui est
représenté par le trivecteurπ̃3).

On a en fait défini un type particulier de structure de Poisson homotopique. On renvoie le lecteur au
travail de Ginot pour une notion de structure homotopique plus générale dans le cadre analogue des algèbres
de Gerstenhaber (cf. [3]). Ces structures interviennent dans les travaux de Kontsevich et Tamarkin sur la
formalité des complexes de Hochschild (cf. [4]).

On a le résultat suivant :

THÉORÈME 2.1. – SoitO une algèbre commutative surC munie d’une structure de Poisson. On fixe
une résolution deO comme dans le paragraphe1.3. L’algèbreÕ a une structure de Poisson homotopique
π̃∗ ∈ T ∗(Õ) telle queε(π̃2(df,dg))= {ε(f ), ε(g)}, pour toutf,g ∈ Õ.

On construit la suite des multivecteurs pas à pas. On observe que le morphisme d’augmentation
ε : Õ → O induit un quasi-isomorphisme

Hom∗
Õ

(
�s

(
Õ

)
, Õ

) → Hom∗
Õ

(
�s

(
Õ

)
,O

)

et que les modules Hom∗
Õ
(�s(Õ),O) ont une composante de degré∗ = 2 nulle dès ques > 2. Il s’ensuit

que les obstructions à l’existence des multivecteursπ̃s sont nulles.

3. Cas des intersections complètes

THÉORÈME 3.1. –Soit O une algèbre commutative surC munie d’une structure de Poisson. On
suppose queO est l’algèbre d’une intersection complète à singularités isoléesh1(x1, . . . , xn) = · · · =
hm(x1, . . . , xn) = 0. On considère la résolution de Koszul deO introduite dans le paragraphe1.3. On
localise ces algèbres enP ∈ SpecO. Il existe un germe de structure de Poisson homotopiqueπ̃∗ ∈ T ∗(ÕP ),
comme dans le Théorème2.1, tel que, pour2� s � n−m, on ait

π̃s(df1, . . . ,dfs)=
{
�̃s(df1, . . . ,dfs,dh1, . . . ,dhm) si deg(f1)= · · · = deg(fs)= 0,
0 sinon,

où �̃s :�s+m(C[x1, . . . , xn]P ) → (ÕP )s−2.

On considère la famille des complexes de Koszul généralisés associés à la matrice Jacobienne((hi)
′
j )

des polynômes(h1, . . . , hm) (cf. [7, Appendice C]). On utilise l’acyclicité de ces complexes (le lieu
singulier de notre variété étant de codimensionn − m). On forme le produit tensoriel de ces complexes
de Koszul généralisés avec le complexe de Koszul de(h1, . . . , hm). On obtient ainsi un bicomplexe. On
construit les morphismes̃�s :�s+m(C[x1, . . . , xn]P ) → (ÕP )s−2 comme le bord de certains cycles dans
ce bicomplexe.
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3.1. Exemple des hypersurfaces

On supposem= 1 etO = C[x1, . . . , xn]/(h). On a alorsÕ = C[x1, . . . , xn, h̃], avec|h̃| = 1 etδ(h̃)= h.
Le théorème ci dessus entraine que le crochet de Poisson deO est donné par une formule de la forme

{f,g} =
∑
i,j,k

pijkf
′
i g

′
jh

′
k.

(On prend simplementpijk = �̃2(dxi,dxj ,dxk).) On a aussi une relation de la forme

{{f1, f2}, f3
} + {{f2, f3}, f1

} + {{f3, f1}, f2
} = h ·

∑
i,j,k,l

qijkl(f1)
′
i (f2)

′
j (f3)

′
kh

′
l .

(On considére les polynômesqijkl tels que�̃3(dxi,dxj ,dxk,dxl)= h̃ · qijkl dansÕ1.)
Comme application, on retrouve les formules que Alev et Lambre ont obtenues par un calcul direct

pour le crochet de Poisson symplectique des surfaces de Klein (cf. [1]). Les polynômespijk sont alors
nécessairement constants pour des raisons d’homogénéité. On peut également supposer que les polynômes
qijkl sont nuls dans ce cas.

3.2. Homologie de Poisson

Le théorème de structure ci-dessus nous permet d’obtenir des résultats sur l’homologie de Poisson des
intersections complètes à singularités isolées. On considère l’homologie de PoissonHPois∗ (O,O) telle
qu’elle est définie dans la théorie des opérades de Koszul (cf. [2]). L’homologie de Poisson définie par
Koszul et Brylinski (cf. [5]) est notéeH can∗ (O,O) et sera désignée comme l’homologie canonique deO.
On rappelle que l’on a une suite spectraleE1

s,t = HH(s)
s+t (O,O) ⇒ HPois

s+t (O,O), où HH(s)∗ désigne la
composante de poidss de l’homologie de Hochschild. On a obtenu le résultat suivant :

THÉORÈME 3.2. –Si O est l’algèbre d’une intersection complète à singularités isolées, alors la suite
spectraleE1

s,t = HH
(s)
s+t (O,O) ⇒ HPois

s+t (O,O) dégénère au rang2. On a de plusHPois∗ (O,O) =
H can∗ (O,O) en degré∗ � dimO etHPois∗ (O,O)= HH∗(O,O) en degré∗ � dimO.

On utilise que les composantes de poids de l’homologie de Hochschild sont déterminées par l’homologie
des complexes de Koszul généralisés introduits précédemment (cf. [6]).

On peut énoncer un résultat plus précis dans le cas d’une hypersurface :

THÉORÈME 3.3. –On suppose queO est l’algèbre d’une hypersurface à singularités isolées
h(x1, . . . , xn) = 0 telle queh ∈ (h′

1, . . . , h
′
n). On a alorsHPois∗ (O,O) = H can∗ (O,O) pour ∗ � n − 1 et

HPois∗ (O,O)=O/(h′
1, . . . , h

′
n) pour∗ � n− 1.
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