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Résumé Cette Note présente une méthode de démonstration de I'inégalité de Haagerup pour des
groupoides discrets basée sur des déformations de triangles. Nous appliquons cette méthode
a des groupes agissants librement et par isométries sur les sommets de certains immeubles
euclidiens.Pour citer cet article: M. Talbi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 233—
236. 0 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Haagerup's inequality, groupoids and Euclidean buildings

Abstract This Note presents a method of proof of the Haagerup’s inequality for discrete groupoids
using deformations of triangles. We apply this method to groups acting freely and by isome-
tries on vertices of some euclidean buildingscite thisarticle: M. Talbi, C. R. Acad. Sci.

Paris, Ser. | 335 (2002) 233-236. 0 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

1. Définitions, notations

Soit G un groupoide discret g1 le sous ensemble de ses unités. Désignongﬁéﬂ’ensemble des
triangles(as, a2, a3) de g, i.e. des triplets composables dedont le produit est une unité. Ces triangles
seront dits dégénérés si leurs catgsi = 1, 2, 3, sont des unités.

Nous munissong d’une longueurL:G — R, telle que : (i) L(«) = 0,VYa € GO ; (i) L™} =
L(a), Ya € G et (iii) L(a1a2) < L(a1) + L(a2), Va1, ap composables.

Pour tout entier > 0, notonsBy, (n) = {a € G, L(x) < n} et pourK =R ou C, notonsKg I'ensemble
des fonctions a support fini sgret a valeurs dank.

DEFINITION 1.1. - (a) On dit qu'un ensemble de trianglEs 963) vérifie l'inégalité de Haagerup s'il
existe un polyndme® tel quevn € N, Vo1, ¢2, ¢p3 € RG avecy, a support dang; (n), ona:

> pranga(a)ps(@s) < P() g1 l2llgzllzligal2.

(ag,02,03)€T

oul| |2 estlanorme; _ 3 _
(b) On dit que(g, L) vérifie l'inégalité de Haagerup si I’ensemlﬂé de ses triangles la vérifie.

La condition (b) généralise la définition connue [4] de 'inégalité de Haagerup dans le cas d’'un groupe
discretG : 3C,r >0, V¢ € CG, [|A(9)|| < ClI(L+ L) ¢|l2 our:CG — B(I3(G)) est la représentation
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réguliere gauche. Cette définition est équivalente a la profiddR¢ de décroissance rapide de Jolissaint :
H{°(G) C C(G). Lexistence d'une telle inclusion induisant un isomorphismekethéorie [3] joue
un réle crucial dans la démonstration donnée dans [2] de la conjecture de Novikov pour les groupes
hyperboliques au sens de Gromov et dans la démonstration donnée dans [5] de la conjecture de Baum—
Connes pour certains groupes.

Supposons qué agit librement par isométries sur I'espace métrigkied) et considérons le groupoide
G(X,G) = X X X/(x,y)~(gx.gyy Muni de la longueur définie pdr[x, y] =d(x,y), Vx,y € X. Onale
résultat suivant [7], qui justifie I'intérét de la Définition 1.1(b) :

PrRoOPOSITION 1.2. — Si(G(X, G), L) vérifie 'inégalité de Haagerup, alors pour toug € X le groupe
G muni de la longueuL, : g — d(xo, gxo) Verifie cette inegalite.

2. Inégalité de Haagerup et déformations des triangles

Notre stratégie pour démontrer 'inégalité de Haagerup pour un grougodismné consiste a opérer

des déformations successives sur I’enserﬁ@%des triangles dg pour réduire la démonstration de cette
inégalité a I'ensemble des triangles dégénérés. On utilise alors le résultat suivant qui est direct :

PROPOSITION 2.1. — L'ensemble des triangles dégénérégieérifie I'inégalité de Haagerup.

Les déformations « compatibles » avec I'inégalité de Haagerup considérées ici sBriteements et
les changements de faces tétraédriques, Fig. 1.

Le B-pincement. Fixons un polynédmeP; et considérons pour chaquece G un domaineB(«) de
L-décompositions de, i.e. un ensemble de triplets, @, v) tels que : ()L (u), L(v) < P1(L(a)), (ii) le
triplet (u, &, v—1) est composable et= uav1, (iii) si («, &, v) € B(a) alors(v~t, a1, u=1) e Bla™1).

DEFINITION 2.2.— G est aB-croissance polynomiale s'il existe un polynéieel que pour tou € G,
pour toutn € N:#{(u, @, v) € B(a), L(u), L(v), L(&) <n}< P(n).

D’autre part, nous dirons qu’un triang(@1, az, @3) est unB3-pincement d’un triangléas, a2, a3) S'il
existeus, uz, u3 € G tels que pour tout € Z/3Z, on a(u;, @;, uj+1) € B(a;).

DEFINITION 2.3.— Nous dirons qu'un ensemkil€ de triangles d& est unB-pincement d’'un autre
ensemblel de triangles d€ s'il existe un polyndmeP tel que tout triangl€a1, a2, a3) dans7 admet un
B-pincemeniaz, a2, @3) dans7’ qui vérifie max L(a;) < min; P(L(w;)).

Nous avons alors le résultat suivant :

PROPOSITION 2.4. — Soient7,7’ deux ensembles de triangles @e Si (G, L) est a B-croissance
polynomiale et si I'ensemblg”’, L) vérifie I'inégalité de Haagerup et est ustpincement de I'ensemble
T, alors (7, L) la vérifie aussi.
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Figure 1. — (a) LeB-pincement. (b) Le changement de faces tétraédriques.
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Le changement de faces tétraédriquesin-quadrupletas, 1, a2, B2) d’éléments d& estun tétraédre
siles pairesai, B1), (a2, B2) sontcomposables et ont méme produjt; = a2B2. Un tétraédre est obtenu a
partir d’'une paire de trianglgsa, 81, y1), (a2, B2, y1)} ayanten commun le c614 appeléase Ces deux
triangles sont des « faces » du tétraedre. Les deux « autres faces » sont données par |e$dliiérl@i6$2)
et (81, /32‘1, y2). Nous appellerons ce passage de la paire de triafi@esB1, y1), (a2, B2, y1)} de méme
basey; ala paire{(al‘l, a2, y2), (B1, ﬁz‘l, y2)} de méme basg un changement de faces tétraédriques

DEFINITION 2.5.— Nous dirons gu’'un ensemble de trianglésest un changement de faces tétrae-
drigues d’'un ensemble de triangl&ssi pour toute paire de triangles @eayant une méme base, la paire
de triangles obtenue par changement de faces tétraedriques et dans

Pour un polyndmeP donné, nous dirons qu’un ensemble de triangleésst unP-changement de faces
tétraedriques d’'un ensemble de trianglesi pour toutn € N, il existe des ensembles de triangEﬁ,
1<k < P(n), pour lesquelsT” est un changement de faces tétraédriques et telleg,gael J, Tk ou
Ty ={(a, B, y) €T, L(a) <n}.

Enfin, nous dirons qu’une partie c G@ estL-équilibrées’il existe un polyndémeP tel que pour tout
(o, B,v)eT,L(B) < P(L(x)). Nous avons alors la proposition suivante :

PROPOSITION 2.6. — Soit P un polynéme donné et soieht 7' C Q(()S). Si7’ est unP-changement de
faces tétraedriques d€ et (77, L) vérifie I'inégalité de Haagerup et §i estL-équilibrée, alorg7, L) la
vérifie aussi.

La preuve des Propositions 2.4 et 2.6, inspirée de [7] et [6], est assez technique; elle est développée
dans [8].

3. Inégalité de Haagerup et immeubles euclidiens

Soit A un immeuble euclidien. Désignons peEx I'ensemble des sommets de muni de la métrique
théoriqued issue du 1-squelette d&. Soit G un groupe qui agit librement et par isométries ¥ur. En
appliquant les méthodes dgrpincement et du changement de faces tétraédriques on obtient le résultat
suivant qui généralise le résultat obtenu dans [7] :

THEOREME 3.1.— Si A est de typed;, x --- x Ay, ol k; € {1,2} alors G vérifie linégalité de
Haagerup.

Idée de la preuve. €onsidérons tout d’'abord un immeuble euclidian de type quelconque et
définissons le domaing de décomposition de la fagcon suivante : pour deux sommets quelconques
x,y € Va fixons un appartemerZ qui les contient. Considérons leur fermeture convexe combinatoire
B(x, y).C'est'ensemble des sommets contenus dans toutes les raciBeguileontiennent ety. B(x, y)
ne dépend pas de I'appartemé&nthoisi. Nous avons de plgsB(x, y) = B(gx, gy) pour toutg € G. Nous
définissons alors pour tout y € Va : B([x, yD) = {([x, x'], [x", y'1, [y, y']) | x, ¥’ € B(x, y)}. Lensemble
B([x, y]) est bien un domaine de décompositioridgey] et nous avons le lemme suivant :

LEMME 3.2.— Le groupoide&;(Va, G) est a3-croissance polynomiale.

D’autre part, nous dirons qu’un trianglgx1, x21, [x2, x3], [x3, x1]) de G(Va, G) est réduit si le triplet
(x1, x2, x3) est réduit; c’est-a-dire si pour toute Z/37Z, nous avonsB(x;, x;+1) N B(x;, xi—1) = {x;}.
NotonsR I'ensemble des triangles réduits. Notddd’ensemble des triangle$x1, x2], [x2, x3], [x3, x1])
tels queB(x1, x2) N B(x2, x3) N B(x3, x1) # @. Nous avons alors le lemme suivant :

LEMME 3.3.—L'ensembleR est unB-pincement de I'ensemble des trianglesid®’a, G). L'ensemble
des triangles dégénérés est Brpincement de I'ensembie.
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Figure 2. — Le casis.

Si I'immeuble A est de typeW: x Wa, nous avonsB(x, y) = B1(x1, y1) X B2(x2, y2) ou lesx;, y;,
pouri =1, 2, sont les i-emes coordonnées respectives gedans I'ensemble des sommets de I'immeuble
de typeW; et B;(x;, y;) est leur fermeture convexe combinatoire dans cet immeuble. Par ailleurs, tout
triplet réduitT = ((x1, x2), (v1, ¥2), (z1, z2)) est tel que le triplef; = (x;, y;, zi), pouri = 1, 2 est réduit
dans I'immeuble de typ&;. Nous noterons alorg = Ty = T». Ainsi, le B-pincement se fait par rapport a
chacune des composantes irréductibles de I'immenbdét pour connaitre la forme des triplets réduits de
A, il suffit de connaitre la forme des triplets réduits des immeubles euclidiens de type irréductible.

Dans le cas ol I'immeuble est de type, les triplets réduits sont les triplets dégénérés:, x), x € Va.
Ainsi, par les Lemmes 3.2 et 3.3 et les Propositions 2.1 et 2.4, nous déduisons le Théoreme 3.1 dans le cas
OU A estde typeds x --- x A1 puisqueR est exactement I'ensemble des triangles dégénérés.

Dans le cas ou 'immeuble est de tyég, les triplets réduits sont contenus dans un appartement. Ceci
demeure vrai dans un immeuble de tyBg mais est en général faux dans un immeuble de pe
Ces triplets réduits dans le cas sont soit dégénérés soit les sommets de triangles équilatéraux dans
la représentation géométrique de Le changement de faces tétraédriques de deux tels triangles ayant une
base commune donne deux triangles darmomme le montre la Fig. 2.

Ceci n'est en général pas le cas dans un immeuble deRype A3 du fait que dans ces immeubles de
type irréductible, deux murs peuvent étre orthogonaux.

De plus, dans le cas d’'un immeuble euclidien quelconque, le changement de faces tétraédriques se fait
par rapport a chacune des composantes irréductibles de 'immeuble. Nous en déduisons le lemme suivant :

LEMME 3.4.— SiA estde typeik1 x .- x A, 0Uk; € {1,2}, les triangles non dégénérés @esont
équilatéraux et il existe un polynénietel queD est unP-changement de faces tétraédriquesiie

Ainsi, par les Lemmes 3.2, 3.3 et 3.4 et les Propositions 2.1, 2.4 et 2.6, nous déduisons le Théoréme 3.1.

Remerciements. Les résultats de cette note ont été obtenus dans ma thése [8] sous la direction de T. Fack que je
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