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Résumeé

Abstract

Dans cette Note, nous montrons que I'image d’'un point de base d’'une surface rationnelle
tensorielle deR3 est un ensemble de courbes rationnelleskde Un point de base est

une valeur des paramétres telle que la surface rationnelle présente la (gurd)

(cf. [4,5]). Ce résultat formulé par Clebsch dans [1] est ici revisité, dans le cadre de la
géométrie de la CAQyia le formalisme des vecteurs massiques introduit par Fiorot et
Jeannin dans [3]. Nous donnons explicitement ces courbes rationnelles a 'aide de leurs
vecteurs massiques. Ceux-ci sont proportionnels aux vecteurs massiques dont les indices
appartiennent au polygone de Newton de la surface. De plus, contrairement a ce qui est fait
classiqguement en géométrie algébrique, nous montrons qu’en appliquant un changement de
variables avec des exposants fractionnaires, il est possible d’obtenir directement n'importe
quelle courbe image du point de base, sans étre obligé d’effectuer des changements de
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Determination of the images of a base point of a tensorial rational
surface defined by massic vectors

In this Note, we demonstrate that the image of a base point of a rational surface defined
in R3 is a set of rational curves defined®?. A base point is a parameter value for which

the rational parametrization takes the valuegngg, %) (se€[4,5]). This result was studied

by Clebsch in [1]. Here, we use the formalism of massic vectors introduced by Fiorot and
Jeannin in [3]. This allows us to give explicitly these rational cumasheir massic vectors.
These massic vectors are proportional to those whose indices belong to the Newton polygon
of the surface. Moreover, it is shown that by using fractional changes of variables, it is
possible to obtain any image curve directly without having to apply successive changes of
variables as usually done in algebraic geomé@iyitethisarticle: O. Gibaru, J.-C. Fiorat,
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Abridged English version

Consider a rational surface defined®y= (6;;) o<i<n » @ Set of massic vectors, where at |le@gt= 0.
o<jsp

We define the sedl = {p;; = (i, j) :0;; # f)} of integer points in the plan&? whose coordinates are the
pairs of indices of the set of non-zero massic vectors. The gintA is said to be an extreme point if there
does not exist two different pointg andg, belonging toA such thatQelg1, g2[. Let Qo, Q1, ..., Q4
be the extreme points od, the convex hull ofA is defined by Con¢d) := {AoQo+ -+ 1,0y, Ai €
R+:Z?:0 A = 1} ¢ R2. The set of extreme points of Com¥), denoted by{Po, P1, . .., P;} which is
included in the setQo, Q1, ..., Q4} of the extreme points afl, with I < ¢, define the Newton polygon
(se€]2]) of the SBR-surfac&BR6], denoted byNewtorlSBRA]). We denote by;, 8:),i =0, ...,1, the
integer coordinates dP;. Let us assume th&ty = (ag # 0, Bo = 0) is the point such thatg is the lowest
value withy = 0 andP,, = (e = 0, B, # 0) is the point such thag,, is the lowest value withk = 0. This
implies thatfixi=bi o PizPi-1 for; — 1,...,m —1wherey; > @j41 andg;y1 > B fori =0,...,m — 1.

o =41 01—
We need to define further the complementary to the Newton polygon, deNetetb{SBR0]), as the
polygon whose vertices af€0, 0), Po, P1, ..., Pm}-

With the assumptions that the mass @f is greater than or equal to zero for all, j) € A
except for (i, j) € {Po, P1,...,P;} where the mass of;; is strictly greater than zero and among
the massic vectorg;o, i € {1,...,n} (respectively among the massic vectés, j € {1...., p})
there exists at least a non-zero massic veéigrn (respectivelyfp g,) we come to the fundamental
theorem: the image of the base poift, v) = (0,0) of the rational functionSBRé]: [0, 1]2 — 5,
(u,v) — SBROI(u, v) = TI(37, Zizo B{l(u)Bj’(v) * 0;;) is m consecutive rational curves. They are
respectively defined by the massic vectérswhose indicesi, j) respectively belong to the segments
[Ps, Pst1] fors =0, ..., m — 1 of NewtorfSBR6]) N NewtortSBR6]). More precisely, these BR-curves

(o oas1)(, pgs)
are defined byBRIz¢t0](r) = (X%, B (1) * 7* ), where P = & d_sm by
i B0 g P The proof is either given by induction or by applying directly independent

fractional changeséof the variables.

1. Définition du polygone de Newton d’une surface (SBR)

Soit une surface rationnelle définie par 'ensemble des vecteurs masgigu®s ) o<i<» , OU au moins
0<j<p
6oo= 0. Nous notonsA = {p;; = (i, j) :6;; # 0} I'ensemble des couples d’indices des vecteurs massiques
non nuls.

DEFINITION 1.— Un pointQ € A est dit point extréme s'il n’existe pas deux points différentet g»
de A tels queQelq1, g2 .

DEFINITION 2.— SoientQo, 01, ..., Q, des points extrémes dé, alors I'enveloppe convexe dé est
définie par Cond) := {A0Qo+ -+ + 14 Qy, ki eRT: 37 (A =1} CR2

DEFINITION 3.— L'ensemble des points extréni{é®, P1, . .., P;} de Con.A), inclus dans I'ensemble
{Qo, 01, ..., Q4} des points extrémes dé (I < ¢), définit le polygone de Newton de la surfa¢@BR

paramétrée pa8BRo]: [0, 112 — £

n

p
SBF{e](u,u)=H< ZB;’(u)B;’(v)*eiJ-), (1)
0 j=0
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ouB!'(t) = (;‘)(1 — )"t désigne le @me polyndme de Bernstein de degrde la base des polyndmes
de degré< n et g désigne le complété projectif de I'espace affiig€ = R3). Nous noterons par
Newtor{SBR6]) ce polygone.

Nous notons pai;, 8i),i =0, ..., 1, les coordonnées entiéres des poftsSupposons quBy = (ag #
0, Bo = 0) estle point de plus petite abscisse parmiles poinid deordonnée nulle €p,, = (o, = 0 ﬂm #+
0) est le point de plus petite ordonnée parmiles pointd dkabscisse nulle. Il vient qugLﬂ' a, . ’a[
pouri=1,...,m—10Uq; > ;11 €tBir1 > B; pouri =0,...,m— 1. Nous définissons le complementawe
du polygone de Newton d&éBR#], notéNewtor{SBR6]), comme étant le polygone dont les sommets sont

définis par les point§0, 0), Po, P1, ..., Pm}-

Chaque segmeniPy, Ps11], pours =0, .. — 1, de Conv.A) admet le vecteur normal orienté vers
l'intérieur du domaineji; = (’3”;—’6& %) ou d; est le plus grand commun diviseur des entiers

Bs+1— PBs etag —as41. Notons queiY +1 correspond au nombre de points entiers sur le segReriP;1].

2. Images d’un point de base d’une surface (SBR)

Supposons que parmi les vecteurs massidqugsi € {1, ...,n} (respectivement parmi les vecteurs
massiqueso;, j € {1,..., p}), il existe au moins un vecteur massique nondylb (respectivemerty g,,)
et que la masse dg; soit supérieure ou égale a zéro pour t@uf) € A sauf pouri, j) € {Po, P1, ..., P5}
ou la masse dé; est supérieure strictement a zéro alors nous avons le théoreme suivant :

THEOREME 4. — Avec ces hypothéses et les notations de la Settikimage du point de basé:, v) =
(0,0) de I'application rationnelle SBR] définie par(1) estm courbes rationnelles consécutives. Elles
sont définies respectivement par les vecteurs massigudent les couples d’indiceg, j) appartiennent
auxm segmentgP;, Ps11] pours =0, ..., m — 1. Plus précisément ces courbes rationnelles mises sous
la forme(BR) sont BRr D ](r) = T1(X%, B (1) » 7* ), ol

(S+1) (‘xs—i ’;l H'l) (/3 +i ﬂH—l ﬂs)
Tl = (d5> * 90” —i ag 7doj,s+l By+i ﬂs-%—dls*ﬂs . (2)

i

Remarqueb. — La preuve par récurrence se fait par applicati8B&0] dem changements de variables

polynomiaux succcessifs pour mettre en évidence les courbes images du point de base. L'hypothese de
récurrence est relative aux vecteurs massiques, dont les couples d’indices sont situés sur les frontieres
communes des polygones de Newton et de leur complémentaire des surfaces rationnelles issues de
I'application de ces changements de variables successifs. Nous montrons ensuite, par application du lemme

ci-dessous, que les différents vecteurs massiques des courbes images du point @e HasgO0, 0)
satisfont (2).

Remarque6. — Si la surface (SBR) présente un point de base autréuiquée = (0, 0), il est possible de
se ramener a ce caf un changement affine des parameétres.

LEMME 7.-Soientd = (6i)o<i<d, €t T = (tj)og j<dop (do, p € N*) deux ensembles de vecteurs
dy N
(dof,; *0/p sl j estun multiple dg ett; = 0sinon, alors
J
BRIOT(w) = IT(327% B®(u) % 6;) pour u € [0, 1], et BRr](r) = I (%% BY” (1) + 7;) pourr € [0, 1],
admettent le méme arc de courbe rationnelle support.

massiques tels que pourtout=0, ..., dop, 7; =

La démonstration de ce lemme s’établit en remplaggoar la valeur? /(¢? + (1 — ¢)?) dansBRA](u).

Preuve du théoréme.Béfinissons la récurrence : nous not@dg) = oy, ,8(0) Bs, S(O) = d, pour
s=0,...,met0® la grille des vecteurs massiques de la surface (SBR) définisBas ] = SBRA] o
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oW 09p@ 6.0 oy
oDt ry= (A1 @ e e e e oy =1,

Nous supposons que l'origine et les poimg‘) (k) ﬁg(k)) pours =0,. — k, constituent les

(k=1 k=1) k= 1) <1?—1) (k=1 __ (k1) (k-1
sommets d&ewtonSBRO® 1) otia® = o*; 1),3(" Dogh P w to meq Py % B

=)
dO

etd( = pgcd(a(k) 5(121 ,85’_‘31 p*). Le polygoneNewtortSBRO®]) ainsi défini, comporte donk
cotés en moins par rapport & celuidewtortSBR]). De plus, nous supposons que les vecteurs massiques
dont les couples d’indices apparuennenNawtor(SBRH(k)]) N NewtoriSBRO®]), sont définis pour
s=0,....m—k—1,eti=0,..., (k) par:

o _ (O 0 40
( «© ias+12 (iv+l?+1)(ﬁ(0) i stk4l s+l€)

it ® Ny )
@® _ dg 4,
O " o *0 NO) ”(?k (?kJrl © L (i)§+1_ﬁ (0+)12 )
®)__ % ®) _ 0 —i S B i S
(x(k) ias 7?5-%—1) (ﬁ(k)+ /3€+1 ﬂb ) A+k (k) 3+k df,k)
s 4,0 s ,®
s s

si ds(k)/ds(i)]; divisei et pard® = 0 sinon, otk = a® — i (@® — Eljr)l)/d(k) eti =P 4 (,35121 Y
(k)
S .

Pour la valeuk = 1, SBR6] 0 ¢V (¢, r) s'écrit dans la base des polynémes de Bernstein de degefs:
etpienr par:

ni
SBROW](r,r) =SBROlo M (1, r) =11 <Z > B BMr) * 9“)) ,

k=0 [=0

)
apreés factorisation etS|mpI|f|cat|0n peﬁo '8 1dg (car¥(i, j) € A, zﬂ(o) +j@ —al?) =¥ 8?), 00
Nous posons; —nﬁ(o) + plag o _ oy )), p1= n,B(O)/déo) + p(ot(o) oy ))/déo) (O)ﬁ(o)/déo) et

N n p n1—d Qi@ p®
(1) ; min(déO)i+a(O)ﬂio),k) (1) (?’O)) (déo);ggéfzé?)—./) ( ° k—j o )
O = Z Z BIG W50 o

k i

avec
a8
20T 00 A0
AfL 0™ oo s'(W’W)EA’
A1 % %

-

0 sinon.

. 0 .=
/B2

Commeg;; =0 pour touts =0,...,m — 1 et tout(i, j) € {0,...,n} x {O,..., p} tels quez(ﬁerl

B + j(@? — ‘(0) ) < a; 0),85931 - (0)1;8(0) alors @150 ; =0 pour touts = 1,...,m — 1 et tout
1

@i, j))e{0,...,n1} x{0,..., p1} tels que

J (20 ) d’i+ ol B — j © _ 0 050 _ O 40
'3(0) (Bir—BO) + =2 0 _ 0 L@@ - o)) < a2 — a8
1 o -
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Il vient quee(l) 0 pour tout(k,l) € {0, ...,n1} x {0, ..., p1} avec pours =0, ...,m — 2, k(ﬁs(_lgl
,BS(l)) +l(a(l) a® ) < asl),B(l) — o ,BS(D (cf. les notations de I'hypothése de récurrence avecl).

X1 s+1 7 Xgp1
Apreés calculs, nous montrons pour tqét /) tels quek(,Bs(fL)1 ,BS(l)) + I (ot D (1) 1) = asl)ﬁs(_lgl —

(1)1/3(1) que la relation de récurrence (3) est satisfaite fourl.
Notons que

(1) (0) (0) 0 (OO (0) o (0) ) (0)
s _pgcd<(°‘s+1 o )BT By (el —a ) (g — a7 ) (B — By 1)) c N*
d(o) d(o) d(()o)d(o)

s+1 s+1 s+1

De plus,NewtorSBRY V1) défini par les sommetg0, 0), 73(1), 73(1) (1) 1} admet 1 c6té en moins
par rapport Newtor{fSBR6]). En prenant = 0 dans I'expression d.‘éBF{O(l)](t, r) il vient aprés calculs :

@ —a{®)p0
@O —a@)8©
SBRO]o P (z,0)=T1 > B;® P x|, Vrelo,1],
j=0
ou
p
7= ( o 1/’3(0)) (1/(“80) (O))) *0 ©__j j
J ((aécn 00 g —ﬁ,m
] 1 0 1
. . @O— 0>)ﬂ(0> -
si j estun multiple deoﬁ etr; =0 sinon.
) . @04 ﬁ<0> ) )
En appliquant le lemme avec igi = % etdo=d;’, nous obtenons gue la courbe image

du point de baséu, v) = (0,0) a I'étapek = 1 est définie par la courbe rationnelle de degré plus faible
suivante :

PIC)
0 7@

BR[| () =11 (ZB 0 (t)*‘c(l)>, vr € [0, 1],

(O i (0> «©)/40)( ﬁi))
e %
our,” = 0 o O O pouri =0,.

i 0)

(‘9) oy =i dé(’) d<0)
En supposant I'hypothése de récurrence saysfaite jusqu’'a I'drdrel, il vient, aprés calculs, et

en appliquant la méme démarche que celle powr 1, que les vecteurs massiques dont les indices

appartiennent AlewtortSBRA®]) N NewtorSBR9®]) satisfont I hypothése de récurrence (3) a 'ordre

k et que ce polygone comporte 1 c6té de moins que ceIMeﬁetor(SBRé)(k D) et par la-mémé cotés

de moins quéNewtor{fSBR#]). De plus, en utilisant I hypothese de récurrence sur les vecteurs massiques

0*=1 et en appliquant de nouveau le Lemme avecpiek (a(k b_ (k 1))ﬁ(k D/d]g(i)l etdg = dlg(i)l,

nous obtenons laéme courbe (BR) image du point de base suivante :

(0)
d.

0

~ =1 0
SBRAJo 9D o---00®(r,0) = <ZB e 1(;)*r<k)>

i=0
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( :(p) _m(p))( p<0)7 © )
O k-1 "k '3/; ﬂ;;_l

- o

-1 T bt

_E(k) _ k-1 k-1 %0

p= e L0 0 ©_,0
i1
i

o~ 1
-1 T 0

k=1 k-1

© _ - k-1 &k O .k k-1
- B i 0

Cette relation de récurrence est nécessairement limitée & étapes caNewtoriSBR6 ™) se réduit

alors au point0, 0). Commet:fg) = ‘L'ék+1) pourk=1,...,m — 1, les courbes (BR) images du point de
-1
base sont donc consécutivesa

THEOREME 8. — Lesm courbes rationnelles images du point de basev) = (0,0) de la surface
rationnelle SBIR] peuvent étre obtenues directement en effectuant les changements de variables a
exposants rationnels suivants

ds ds
os(t,r) = (u = r(ﬁ‘“_ﬁ‘)(l — )BT Y = (@ =t 1) p Bia =Fs ) pours=0,...,m — 1.

Il vient, en posant = 0, la forme(2) des vecteurs massiques de chaque courbe rationnelle image du point
de base.

1 Auteur & contacter pour toute correspondance.
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