
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002) 301–306

Problèmes mathématiques de la mécanique/Mathematical Problems in Mechanics

Mesure des variations infinitésimales des courbures
principales d’une surface
Sylvia Anicic
Institut de mathématiques, École polytechnique fédérale de Lausanne, CH-1015 Lausanne, Suisse

Reçu et accepté le 3 juin 2002

Note présentée par Philippe G. Ciarlet.

Résumé On considère une surfaceS et un champ de vecteursu défini surS. On introduit un tenseur
χ(u) qui permet de mesurer les variations infinitésimales des courbures principales deS
induites paru. Pour citer cet article : S. Anicic, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002)
301–306.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Measure of the infinitesimal variations of the principal curvatures of a
surface

Abstract We consider a surfaceS and a vector fieldu on S. We introduce a tensorχ(u) which
measures the infinitesimal variations of the principal curvatures ofS subject tou. To cite
this article: S. Anicic, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002) 301–306.  2002 Académie
des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

We use the Einstein convention for the summation of repeated indices with values of indices ranging in
{1,2} for Greek symbols and in{1,2,3} for Roman symbols.

Letω be a domain ofR2. We consider a surfaceS = ϕ(ω) defined by an injective mapϕ ∈ W1,∞(ω;R
3).

We denoteaα = ∂αϕ the tangent vectors. We suppose that inf essω |a1 × a2| > 0 and that the unit normal
vectora3 = a1×a2/|a1×a2| belongs to W1,∞(ω;R

3). The two vectors(aα) form the covariant basis of the
tangent plane ofS at the pointϕ(x). The two vectors(aα) of the same tangent plane defined by the relations
aα · aβ = δαβ constitute its contravariant basis. The metric tensor and the curvature tensor are respectively
given by their covariant componentsaαβ = aα · aβ andbαβ = −aα · ∂βa3. The contravariant components

of the metric tensor are denotedaαβ = aα · aβ . We also define the mixed componentsb
β
α = bασa

σβ of
the curvature tensor. Let 1/Rα be the two principal curvatures ofS. The mean curvatureH and Gaussian
curvatureK are defined in (1). We denote(sα) an orthonormal basis of the tangent plane composed of the
two principal directions of curvaturesα associate to 1/Rα such thats1 × s2 = a3. Let us call such a basis a
principal basis. We also definecαβ = cβα = bσα bσβ . If ϕ ∈ W2,∞(ω;R

3) then the Christoffel symbols�σ
αβ

are given by�σ
αβ = �σ

βα = ∂αaβ · aσ .
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Letu ∈ H1(ω;R
3) be a vector field defined onS. We consider the family of deformed surfacesSη defined

by ϕ + ηu for sufficiently smallη ∈ R. The membrane strain tensorγαβ(u) (2) measures the infinitesimal
variations ofaαβ . If u andϕ are smooth enough,ϒαβ(u) (3) measures the infinitesimal variations ofbαβ .
More precisely, the two identities (6) hold.

In this Note, we introduce the tensorχ(u) = χαβ(u)a
α ⊗ aβ which measures the infinitesimal variations

of the principal curvatures. To this end, we define the variational spaceV (4). For allu ∈ V , the covariant
componentsχαβ(u) are given by

χαβ(u) = 1

2

(
∂αθ · aβ + ∂βθ · aα − bρα∂ρu · aβ − b

ρ
β∂ρu · aα

)
,

whereθ = ∂αu · a3a
α . If ϕ and the componentsui of u are smooth enough thenχαβ(u) may be written

as (7). In contrast withϒαβ(u) which measures the infinitesimal variations of the covariant components
bαβ , the relation (8) shows that the termχαβ(u) measures the variations of the mixed components.

The main result of this Note is the following theorem.

THEOREM 0.1. –Let u ∈ V be a vector field defined on S. We consider the family Sη of deformed
surfaces defined by {ϕ + ηu,η ∈ R} where |η| is sufficiently small. Then there exists a principal basis
(s1, s2) of S such that for all α ∈ {1,2},


χ(u)sα · sα = d

dη

(
1

Rα

)
(0),

χ(u)s1 · s2 =
(

1

R1
− 1

R2

)(
ds1
dη

(0) · s2 − 1

2
√
a
(∂1u2 − ∂2u1)

)
,

where
√
a = |a1 × a2|.

In the particular case of a plane or a spherical portion, we deduce (10). Moreover, the componentsχαβ(u)

depend only on the normal componentu3 of u and their expressions are given by the formula (11) ifu3 and
ϕ are smooth enough.

COROLLARY 0.2. –Let S be a spherical portion and let u be a smooth vector field on S such that the
normal component u3 vanishes on a part γ0 of the boundary of S. If we consider the family of deformed
surfaces defined by {ϕ + ηu, η ∈ R} where |η| is sufficiently small, then for all α ∈ {1,2}, d

dη

( 1
Rα

)
(0) = 0

if and only if u3 = 0 on S.

1. Description de la surface

Les indices et exposants grecs prennent leurs valeurs dans l’ensemble{1,2} et les indices et exposants
latins dans l’ensemble{1,2,3}. On utilise la convention de sommation d’Einstein sur les indices répétés.
On noteu · v, u× v, u⊗ v et |u| respectivement le produit scalaire euclidien, le produit vectoriel, le produit
tensoriel et la norme euclidienne dansR

3.
Soit ω un ouvert lipschitzien deR2 de point courantx = (xα). On pose∂α = ∂/∂xα . On considère

une surfaceS = ϕ(ω) définie par une application injectiveϕ ∈ W1,∞(ω;R
3). On noteaα = ∂αϕ les deux

vecteurs tangents àS. On suppose que
– inf essω |a1 × a2| > 0,
– le vecteur unitaire normala3 = a1 × a2/|a1 × a2| appartient à W1,∞(ω;R

3).
Les deux vecteurs(aα) forment la base covariante du plan tangent deS au point ϕ(x). La base
contravariante(aα) du plan tangent est définie paraα · aβ = δαβ où δαβ est le symbole de Krönecker. Les

composantes covariantes du tenseur métriqueI = aαβa
α ⊗ aβ et du tenseur de courbureII = bαβa

α ⊗ aβ

sont respectivement définies paraαβ = aα · aβ et bαβ = −aα · ∂βa3. Les composantes mixtes du tenseur de
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courbure sont données parb
β
α = bαρa

ρβ . On notecαβ = cβα = bσαbσβ . Si ϕ ∈ W2,∞(ω;R
3), on définit les

symboles de Christoffel par�σ
αβ = �σ

βα = ∂αaβ · aσ . Soient 1/Rα les deux courbures principales deS. La
courbure moyenneH et la courbure gaussienneK sont définies par

H = 1

2

(
1

R1
+ 1

R2

)
= 1

2

(
b1

1 + b2
2

)
, K = 1

R1R2
= b1

1b
2
2 − b2

1b
1
2. (1)

On note(sα) une base orthonormée du plan tangent composée des deux directions principales de courbure
sα associées à 1/Rα telles ques1 × s2 = a3. Cette base sera appeléebase principale. Les courbures et
directions principales de courbure sont intrinsèques à la surface, c’est-à-dire qu’elles ne dépendent pas du
choix de(ω,ϕ) pour définirS.

2. Tenseurs surfaciques de déformation d’une surface

En théorie des coques, la déformation de la surface moyenne, lorsqu’elle est soumise à un champ de
déplacementu, se mesure au moyen du tenseur de déformation membranaireγ (u) = γαβ(u)a

α ⊗ aβ et
du tenseur de changement de courbureϒ(u) = ϒαβ(u)a

α ⊗ aβ ; voir [6]. Dans [4], Blouza et Le Dret
définissent pour des champsu ∈ H1(ω;R

3) les expressions des composantes covariantesγαβ(u) du tenseur
de déformation membranaire

γαβ(u)= 1

2
(∂αu · aβ + ∂βu · aα). (2)

Si u et ϕ sont plus réguliers, plus précisément siu ∈ VB = {u ∈ H1(ω;R
3) | ∂αβu · a3 ∈ L2(ω)} et si

ϕ ∈ W2,∞(ω;R
3), Blouza et Le Dret définissent les expressions des composantes du tenseur de changement

de courbure

ϒαβ(u)= ∂αβu · a3 − �
ρ
αβ∂ρu · a3. (3)

Si l’on décomposeu = uia
i sur la base contravarianteai et que l’on suppose queui etϕ sont suffisamment

réguliers, alors on obtient les expressions classiques des tenseurs de déformation membranaire et de
changement de courbure

γαβ(u) = 1

2
(uα|β + uβ|α)− bαβu3,

ϒαβ(u) = ∂αβu3 − �
ρ
αβ∂ρu3 − cαβu3 + b

ρ
βuρ|α + bραuρ|β + b

ρ
β|αuρ,

oùuα|β = ∂βuα − �
ρ
αβuρ etbρβ|α = ∂αb

ρ
β + �

ρ
ασ b

σ
β − �σ

αβb
ρ
σ .

On montre maintenant que l’on peut définirϒαβ(u) en tant qu’élément de L2(ω) pour des paramétrisa-
tionsϕ moins régulières que W2,∞. On introduit l’espace suivant

V = {
u ∈ H1(ω;R

3), ∂αu · a3a
α ∈ H1(ω;R

3)} (4)

qui est un espace de Hilbert pour la norme‖u‖V = (‖u‖2
1 + ‖∂αu · a3a

α‖2
1)

1/2 [2]. Dans l’expression
de l’espaceV , le terme∂αu · a3a

α , appelé vecteur de rotation infinitésimale, mesure les variations de la
normale unitairea3. En effet, si on considère la famille de surfaces déformées définies parϕ + ηu pour|η|
suffisamment petit, alorsda3

dη (0) = −∂αu · a3a
α . Ce terme est donc intrinsèque, ce qui n’est pas le cas de

∂αβu · a3 dansVB .

LEMME 2.1. – Si u ∈ V et si ϕ ∈ W1,∞(ω;R
3) telle que inf essω |a1 × a2| > 0 et a3 ∈ W1,∞(ω,R3)

alors les termes

ϒαβ(u) = ∂α
(
∂ρu · a3a

ρ
) · aβ − ∂βu · ∂αa3 (5)

sont symétriques par rapport à α et β . De plus, ils appartiennent à L2(ω) et coïncident avec les
composantes du tenseur de changement de courbure (3) lorsque u ∈ VB et ϕ ∈ W2,∞(ω;R

3).
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Il est intéressant de noter que les expressions (5) deϒαβ(u) ne font pas intervenir les symboles de
Christoffel�ρ

αβ .
Les termesγαβ(u) et ϒαβ(u) mesurent respectivement les variations linéarisées des composantes

covariantesaαβ etbαβ du tenseur métrique et du tenseur de courbure. Plus précisément, si l’on considère la
famille de surfaces déforméesSη définies par{ϕ + ηu,η ∈ R} pour|η| suffisamment petit, alors

γαβ(u) = 1

2

daαβ
dη

(0) et ϒαβ(u)= dbαβ
dη

(0). (6)

3. Mesure des courbures principales

On se propose d’introduire un tenseurχ(u) = χαβ(u)a
α ⊗ aβ qui permet de mesurer les variations

infinitésimales des courbures principales deS. Pour toutu ∈ V , on définit les composantes covariantes
χαβ(u) deχ(u) par

χαβ(u) = 1

2
(∂αθ · aβ + ∂βθ · aα − bρα∂ρu · aβ − b

ρ
β∂ρu · aα),

où on a poséθ = ∂αu · a3a
α . Si l’on suppose queu etϕ sont plus réguliers, alors en décomposantu sur la

base contravarianteai , on obtient :

χαβ(u) = ∂αβu3 − �
ρ
αβ∂ρu3 + cαβu3 + b

ρ
β|αuρ − b

ρ
α

2
(∂ρuβ − ∂βuρ)− bσβ

2
(∂σ uα − ∂αuσ ). (7)

Les composantesχαβ(u) sont une combinaison linéaire deϒαβ(u) et deγαβ(u). Plus précisément, on
montre que

χαβ(u) = ϒαβ(u)− (
bραγρβ(u)+ b

ρ
βγρα(u)

)
.

Remarque 1. – Le tenseurχ(u) est différent du tenseur de changement de courbure de Koiter–Sanders–
Budiansky [5] dont les composantes covariantes sont données par

K̂αβ(u) = ϒαβ(u)− 1

2

(
bραγρβ(u)+ b

ρ
βγρα(u)

)
.

Une généralisation non linéaire de ce tenseur est donnée dans [1].

La proposition suivante montre queχαβ(u) fait intervenir les variations infinitésimales des composantes
mixtes du tenseur de courbure [3].

PROPOSITION 3.1. – Soit u ∈ V un champ de déplacement sur S et Sη la famille de surfaces
paramétrées par {ϕ + ηu, η ∈ R} où |η| est suffisamment petit. On a

χαβ(u) = 1

2

(
dbρα
dη

(0)aρβ + dbρβ
dη

(0)aρα

)
. (8)

Si 1/R1 = 1/R2, alors

χαβ(u)= dbρα
dη

(0)aρβ. (9)

Le résultat principal de la Note est le théorème suivant.

THÉORÈME 3.2. – Soit u ∈ V un champ de déplacement sur S et Sη la famille de surfaces paramétrées
par {ϕ + ηu, η ∈ R} où |η| est suffisamment petit. Alors il existe une base propre (s1, s2) de S telle que,
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pour tout α ∈ {1,2},


χ(u)sα · sα = d

dη

(
1

Rα

)
(0),

χ(u)s1 · s2 =
(

1

R1
− 1

R2

)(
ds1
dη

(0) · s2 − 1

2
√
a
(∂1u2 − ∂2u1)

)
,

où
√
a = |a1 × a2|.

4. Cas particulier d’un plan ou d’une portion sphérique

Dans ce cas, on a 1/R1 = 1/R2. En appliquant le Théorème 3.2, on obtient

χ(u) = 0 ⇔ ∀α ∈ {1,2}, d

dη

(
1

Rα

)
(0) = 0. (10)

De plus, les composantesχαβ(u) ne dépendent que de la composante normaleu3 du déplacementu. On
montre en effet que siu3 etϕ sont suffisamment réguliers alors

χαβ(u) = ∂αβu3 − �
ρ
αβ∂ρu3 + cαβu3. (11)

Dans le cas d’un plan, on a simplementχαβ(u) = ϒαβ(u) = ∂αβu3. On en déduit le corollaire suivant.

COROLLAIRE 4.1. –Soit une portion sphérique soumise à un champ de déplacement u ∈ V tel que
u3 = 0 sur une partie γ0 de son bord de mesure non nulle. Alors

∀α ∈ {1,2}, d

dη

(
1

Rα

)
(0)= 0 ⇔ u3 = 0.

5. Démonstration du Théorème 3.2

Soit II(η) le tenseur de courbure deSη , (s1(η), s2(η)) une base propre et
( 1
R1

(η), 1
R2

(η)
)

les courbures
principales associées. Le tenseurII(η) est symétrique donc pourη suffisamment petit, on a


1

Rα

(η) = 1

Rα

+ η
d

dη

(
1

Rα

)
(0)+ · · · ,

sα(η) = sα + η
dsα
dη

(0)+ · · · ,

où (s1, s2) est une base propre deS et
( 1
R1

, 1
R2

)
les courbures principales associées. De la relation

II(η) = 1

R1
(η)s1(η)⊗ s1(η)+ 1

R2
(η)s2(η)⊗ s2(η) = bαβ(η)a

α(η)⊗ aβ(η),

on déduit

I
dII

dη
(0)I = d

dη

(
1

R1

)
(0)s1 ⊗ s1 + d

dη

(
1

R2

)
(0)s2 ⊗ s2

+ 1

R1

(
I

ds1
dη

(0)⊗ s1 + s1 ⊗ I
ds1
dη

(0)

)
+ 1

R2

(
I

ds2
dη

(0)⊗ s2 + s2 ⊗ I
ds2
dη

(0)

)

= dbαβ
dη

(0)aα ⊗ aβ + bαβ

(
I

daα

dη
(0)⊗ aβ + aα ⊗ I

daβ

dη
(0)

)
.

Calculons la dérivée deaα(η) en η = 0. On aaα(η) · aβ(η) = δαβ donc daα
dη (0) · aβ + aα · daβ

dη (0) = 0.

Or daβ
dη (0) = ∂βu donc I daα

dη (0) = daα
dη (0) · aβ aβ = −(∂βu · aα)aβ . PosonsD(u) = ∂αu ⊗ aα . Alors

bαβ(I
daα
dη (0)⊗ aβ + aα ⊗ daβ

dη (0)I) = −DT (u)II − IID(u) et donc

305



S. Anicic / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002) 301–306

I
dII

dη
(0)I = dbαβ

dη
(0)aα ⊗ aβ + bαβ

(
I

daα

dη
(0)⊗ aβ + aα ⊗ daβ

dη
(0)I

)
= ϒ(u)−DT (u)II − IID(u) = χ(u)+ IIγ (u)+ γ (u)II −DT (u)II − IID(u).

Puisqueγ (u) = 1
2(ID(u) +DT (u)I), on obtient

I
dII

dη
(0)I = χ(u)+ II

2

(
ID(u) +DT (u)I

) + (
ID(u) +DT (u)I

) II

2
−DT (u)II − IID(u)

= χ(u)+ II

2

(−D(u)+DT (u)
)
I + I

(
D(u) −DT (u)

) II

2
.

PosonsT (u) = II
2(−D(u)+DT (u))I + I (D(u) −DT (u)) II

2 et calculonsT (u)sα · sα ainsi queT (u)s1 · s2.
On a

T (u)sα · sα = 1

2Rα

(−D(u) +DT (u)+D(u) −DT (u)
)
sα · sα = 0,

T (u)s1 · s2 = 1

2

(−D(u) +DT (u)

R2
+ D(u) −DT (u)

R1

)
s1 · s2

= 1

2

(
1

R1
− 1

R2

)(
D(u) −DT (u)

)
s1 · s2.

Calculons(D(u) −DT (u))s1 · s2.(
D(u) −DT (u)

)
s1 · s2 = (∂1u · a2 − ∂2u · a1)

(
a2 ⊗ a1 − a1 ⊗ a2)s1 · s2

= (∂1u · a2 − ∂2u · a1)
((
s1 · a1)(s2 · a2) − (

s1 · a2)(s2 · a1))
= (∂1u · a2 − ∂2u · a1)

(
(s1 × s2) · (a1 × a2)).

Commes1 × s2 = a3 eta3 · a1 × a2 = 1/
√
a alors(D(u)−DT (u))s1 · s2 = 1√

a
(∂1u2 − ∂2u1). Il en résulte

que

dII

dη
(0)sα · sα = d

dη

(
1

Rα

)
(0) = χ(u)sα · sα,

dII

dη
(0)s1 · s2 = χ(u)s1 · s2 + 1

2
√
a

(
1

R1
− 1

R2

)
(∂1u2 − ∂2u1).

D’autre part,

dII

dη
(0)s1 · s2 = 1

R1

(
ds1
dη

(0) · s2
)

+ 1

R2

(
ds2
dη

(0) · s1
)

=
(

1

R1
− 1

R2

)
ds1
dη

(0) · s2.
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