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Résumé On considere une surfadeet un champ de vecteursdéfini surS. On introduit un tenseur
x (u) qui permet de mesurer les variations infinitésimales des courbures principales de
induites pam. Pour citer cet article: S. Anicic, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002)
301-306. O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Measure of the infinitesimal variations of the principal curvatures of a
surface

Abstract We consider a surfacg and a vector field: on S. We introduce a tensog («) which
measures the infinitesimal variations of the principal curvature$ sifbject tou. To cite
thisarticle: S. Anicic, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 301-306. 0 2002 Académie
des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

We use the Einstein convention for the summation of repeated indices with values of indices ranging in
{1, 2} for Greek symbols and ifl, 2, 3} for Roman symbols.

Letw be a domain oR2. We consider a surface= ¢ (@) defined by an injective map € W (w; R3).
We denotez, = d,¢ the tangent vectors. We suppose that infess x az| > 0 and that the unit normal
vectoras = ay x az/|a1 x az| belongs to W (w; R3). The two vectorsa, ) form the covariant basis of the
tangent plane of at the pointp(x). The two vectorga®) of the same tangent plane defined by the relations
a® -ag = 8%‘ constitute its contravariant basis. The metric tensor and the curvature tensor are respectively
given by their covariant componeniss = aq - ag andbgg = —aq - dgaz. The contravariant components

of the metric tensor are denote® = a® - a#. We also define the mixed componehts= by, a’? of

the curvature tensor. Let/ R, be the two principal curvatures ¢f The mean curvatur® and Gaussian
curvaturek are defined in (1). We denote,) an orthonormal basis of the tangent plane composed of the
two principal directions of curvaturg, associate to AR, such that; x s> = az. Let us call such a basis a
principal basis. We also defineqs = cgo = b3 bop. If 9 € W (w; R3) then the Christoffel symbols,

are given byI'o, =T'g, = deap - a°.
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Letu € Hl(w; R3) be a vector field defined ofi We consider the family of deformed surfacgsdefined
by ¢ + nu for sufficiently smally € R. The membrane strain tensgys (1) (2) measures the infinitesimal
variations ofaqg. If u andg are smooth enough(,s (1) (3) measures the infinitesimal variationsig.
More precisely, the two identities (6) hold.

In this Note, we introduce the tensgtu) = xapg(1)a* ® a? which measures the infinitesimal variations
of the principal curvatures. To this end, we define the variational sga@. For allu € V, the covariant
componentgqg (1) are given by

1 0 p
Xap () = 5(aae -ap + 30 - ag — bldpu - ag — bdpu - ag),

wheref = d,u - aza®. If ¢ and the components of u are smooth enough then,s(x) may be written
as (7). In contrast withr',s («) which measures the infinitesimal variations of the covariant components
bag, the relation (8) shows that the tenmg (1) measures the variations of the mixed components.

The main result of this Note is the following theorem.

THEOREM 0.1. —Let u € V be a vector field defined on S. We consider the family S, of deformed
surfaces defined by {¢ + nu, n € R} where |n| is sufficiently small. Then there exists a principal basis
(s1, s2) of S such that for all « € {1, 2},

d/ 1
X @)Sg - S = & <R_(x) 0,

1 1 d
xu)sy - 52 = (— - —> <£(0)-s

0 —0 ,
R R i (01u2 2M1)>

1
2~ 37a
where \/a = |a1 x ay|.

In the particular case of a plane or a spherical portion, we deduce (10). Moreover, the compgnents
depend only on the normal componagtof # and their expressions are given by the formula (14}i&nd
@ are smooth enough.

COROLLARY 0.2.—Let S be a spherical portion and let u be a smooth vector field on S such that the
normal component u3 vanishes on a part yp of the boundary of S. If we consider the family of deformed
surfaces defined by {¢ + nu, n € R} where || is sufficiently small, then for all « € {1, 2}, d—‘f](R—la)(O) =0
ifandonlyifuz=0o0nS.

1. Description de la surface

Les indices et exposants grecs prennent leurs valeurs dans I'engdp®jlet les indices et exposants
latins dans I'ensemblgl, 2, 3}. On utilise la convention de sommation d’Einstein sur les indices répétés.
Onnoteu - v, u x v, u @ v et|u| respectivement le produit scalaire euclidien, le produit vectoriel, le produit
tensoriel et la norme euclidienne dak$

Soit w un ouvert lipschitzien d&? de point courant = (x*). On posed, = 9/dx%. On considére
une surfaces = ¢(w) définie par une application injectivee W (w; R3). On notea, = d, ¢ les deux
vecteurs tangents$& On suppose que

— infess, |a1 x az| > 0,

— le vecteur unitaire normak = a1 x az/|a1 x az| appartient & W (w; R3).

Les deux vecteurga,) forment la base covariante du plan tangent flau point ¢(x). La base
contravariant€a®) du plan tangent est définie pat - ag = 8% ou 8% est le symbole de Krénecker. Les

composantes covariantes du tenseur métrigear,sa® ® af et du tenseur de courbulle= byga® ® a?
sont respectivement définies pag = a, - ag etbeg = —aq - dgaz. Les composantes mixtes du tenseur de
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courbure sont données paff = by,a”?. ON Notec,s = cpa = bSbep. Sip € W2 (w; R3), on définit les
symboles de Christoffel pargs =T'g, = daap -a’. Soient ¥R, les deux courbures principales SelLa
courbure moyennél et la courbure gaussieni& sont définies par

1/1 1 1 1
He=( =+ =) ==(pt+52). K — —pip2 _ p2pl 1
2<R1+R2> 2(1+ 2) RiRk, ~ Vb2 —bib2 (1)
On note(s,) une base orthonormée du plan tangent composée des deux directions principales de courbure
sq associées a/R, telles ques; x s = az. Cette base sera appelbase principale. Les courbures et
directions principales de courbure sont intrinséques a la surface, c’est-a-dire qu’elles ne dépendent pas du
choix de(w, ¢) pour définirs.

2. Tenseurs surfaciques de déformation d’'une surface

En théorie des coques, la déformation de la surface moyenne, lorsqu’elle est soumise a un champ de
déplacement, se mesure au moyen du tenseur de déformation membran@iye= y,s(u)a® ® a’ et
du tenseur de changement de courbtii@) = Yo (1)a* ® aP; voir [6]. Dans [4], Blouza et Le Dret
définissent pour des champs H1(w; R3) les expressions des composantes covarigiga) du tenseur
de déformation membranaire

1
Yap(U) = 5(80[14 ~ag + 0gu - ay). (2)

Si u et ¢ sont plus réguliers, plus précisémentuse Vg = {u € HY(w; R®) | d4pu - a3 € L?(w)} et si
¢ € W2 (w; R®), Blouza et Le Dret définissent les expressions des composantes du tenseur de changement
de courbure

Yop (W) = doptt - az — Fsﬂapu -as. 3)

Sil'on décomposa = u;a’ sur la base contravarianié et que I'on suppose que ety sont suffisamment
réguliers, alors on obtient les expressions classiques des tenseurs de déformation membranaire et de
changement de courbure

1
Yap(u) = E(ualﬁ + ugje) — bopus,
Yop () = 0aputz — Fgﬂapug — CopU3 + bguma +blu, 8+ bglaup,
OUug|p = dpug — Dhgity €thY, = ubly + Toobf — TogbG.

On montre maintenant que I'on peut défiffigg (1) en tant qu'élément de?(w) pour des paramétrisa-
tionsg moins réguliéres que W°. On introduit 'espace suivant

V ={ueHY (o:R?), dou-aza® e H'(w; R%)} 4
qui est un espace de Hilbert pour la northély = (lull? + [|9.u - aza®||$)Y/? [2]. Dans I'expression
de l'espaceV, le termed,u - aza®, appelé vecteur de rotation infinitésimale, mesure les variations de la
normale unitaireiz. En effet, si on considére la famille de surfaces déformées définies-pau: pour|y|

suffisamment petit, alor%%(O) = —0dyu - aza®. Ce terme est donc intrinséque, ce qui n'est pas le cas de
dupu - az dansVp.

LEMME 2.1.— S u eV et s ¢ € W-®(w; R3) telle que infess, |a1 x as| > 0 et az € W (w, R3)
alorslestermes

Yop(U) = 0y (apu . agap) -ag — dgu - d4a3 (5)
sont symétriques par rapport & o et B. De plus, ils appartiennent & L2(w) et coincident avec les
composantes du tenseur de changement de courbure (3) lorsque u € Vg et ¢ € W2 (w; R3).
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Il est intéressant de noter que les expressions (5Yggu) ne font pas intervenir les symboles de
ChristoffelT"/;.

Les termesy,g(u) et Y,p(u) mesurent respectivement les variations linéarisées des composantes
covariantesi,g etbyg du tenseur metrique et du tenseur de courbure. Plus précisément, si I'on considére la
famille de surfaces déformeéss définies pafy + nu, n € R} pour|n| suffisamment petit, alors

dbag
dn

=123 0 et Yyp(u) =
Vaﬁu—Zdn apit) =

). (6)

3. Mesure des courbures principales

On se propose d’introduire un tenseu(u) = xop()a® & aP qui permet de mesurer les variations
infinitésimales des courbures principalesSiePour toutu € V, on définit les composantes covariantes

Xap(u) de x (u) par
1
Xap () = E(aae -ap + g0 - ag — b dyu - ag — bgdpu - ag),

ol on a posé = d,u - aza®. Sil'on suppose que ety sont plus réguliers, alors en décomposastr la
base contravariantg€, on obtient :

bk bg
Xap () = Bupuz — Thgdpus + coptts + bt p — ?“(apuﬁ — dgu,) — ?ﬂ(a,,ua — dly). 7

Les composanteg.s (1) sont une combinaison linéaire d&g (1) et dey.s(u). Plus précisément, on
montre que

Xap () = Yop ) — (bEYppu) + bhypa ().

Remarque 1. — Le tenseuy («) est différent du tenseur de changement de courbure de Koiter—Sanders—
Budiansky [5] dont les composantes covariantes sont données par

~ 1
Kap(u) =Yap(u) — 5 (bEYop W) + b ypa(®)).

Une généralisation non linéaire de ce tenseur est donnée dans [1].

La proposition suivante montre qugg (1) fait intervenir les variations infinitésimales des composantes
mixtes du tenseur de courbure [3].

PrRoOPOSITION 3.1. — Soit u € V un champ de déplacement sur S et S, la famille de surfaces
paramétrées par {¢ + nu, n € R} ol |n| est suffisamment petit. On a

1/dbl dbs
Xap () = > (W(O)Clpﬁ + E(O)apa)- (8)
S 1/R1=1/Ry, alors
dbl
Xap(U) = W(O)apﬁ. 9)
Le résultat principal de la Note est le théoréme suivant.

THEOREME 3.2. — Soit u € V un champ de déplacement sur S et S, la famille de surfaces paramétrées
par {¢ + nu, n € R} ol |n| est suffisamment petit. Alors il existe une base propre (s1, s2) de S telle que,
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X(u)sa'sa—_< )
1
Ry

d
1 ds10 1 1t — B >
X W)s1-s2= (R—— 2>< (0) - 52 — Zﬁ( 1u2 — daui) |,

pour tout « € {1, 2},

ol \/a = |ay x ay|.
4. Cas particulier d’'un plan ou d’'une portion sphérique
Dans ce cas, on g R1 = 1/R». En appliquant le Théoréme 3.2, on obtient
xw)=0 <& Vae{l 2}, %(R—la)(m:o. (10)

De plus, les composantggg (1) ne dépendent que de la composante normgldu déplacement. On
montre en effet que siz et ¢ sont suffisamment réguliers alors

Xap () = Ogpuz — Fgﬁ 0puU3 + CopU3s. (11)
Dans le cas d'un plan, on a simplememgg (1) = Yo (1) = dupuz. On en déduit le corollaire suivant.

COROLLAIRE 4.1. —Soit une portion sphérique soumise & un champ de déplacement u € V tel que
u3 = 0 sur une partie yp de son bord de mesure non nulle. Alors

d/1
VO{G{l, 2}, %(R—>(O)=O < l/l3=0.

5. Démonstration du Théoréme 3.2

Soitll(n) le tenseur de courbure d&, (s1(n), s2(n)) une base propre e{t—(n), L (n)) les courbures
principales associées. Le tensﬂ(w) est symétrique donc pouyrsufﬁsamment petlt ona

( )= ! + d /1 O +
Re VT Ry Tan\ R, ’
ds,
Sa (D) =50+ 10+,
n
ou (s1, s2) est une base propre deet (Ri1 Riz) les courbures principales associées. De la relation

1 1
I(n) = R (ms1(n) @ s1(n) + T (m)s2(0) @ s2() = bag(m)a®(n) @ a? (n),

on déduit

dil d d/1
I_(O)I— d < )(O)Sl®sl+d—<R—2>(O)S2®S2

S g e ntne o)+ 2 (1320 05m+ ®1ds2(o))
— | I== — — (1= s2+s —
Rl dn STl dn R>\  dn 2oz dn
« 8
:db—aﬁ(O)aa®aﬁ+baﬁ Idi(0)®aﬁ+a“®1di(0)>.
dn dn dn

Calculons la dérivee de®(n) enn = 0. On aa“(n) - ag(n) = 8%‘ donc %(0) ~ag +a® - d(;’—,f(O) =
or d“—“3(0) = dpu donc 14-(0) = ¥-(0) - apaf = —(dpu - a”)aP. PosonsD(u) = dou ® a*. Alors
bap (1 % e O ®adf +a"® % d“ﬂ ~(0)1) = —D" @)l — 1D (u) et donc
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I y a 8
Id—(O)I—dbﬂ(O)a”‘@)aﬂ—i—baﬂ Idi(0)®a’3+a“®di(0)l
dn dn dn

=Y w) — DT )l —IDw) = x ) + Ny @) +y @)l — DT )l — 1 D).
Puisquey (u) = 3(ID() + DT (u)I), on obtient
13—:(0)1 = x(u)+ g(ID(u) + D" w)I) + (ID(u) + DT(M)I)g — DTl = 1D ()

= x () + g(—D(u) + D" W) I +1 (D) - DT(u))g

Posons (u) = 5(—D() + DT u))I + I(D(u) — DT (u))} et calculonsT (u)sq - s« ainsi queT (u)s1 - 2.
Ona

T (u)sq - Sa = % (=D) + D" () + D(u) — D" (u))sq - 5 =0,

o

_ T - nT
T(u)sysz:%( D(u)I:;D (u)+D(u) RlD (u))sl.s2

T2 R1 R
Calculons(D(u) — DT (1))s1 - s2.

1/1 1
= <— - —) (D) — D" (u))s1 - 52.

(D(u) — DT(u))sl - 52 = (01u - az — dou - ai) (a2 ® at —at ® az)sl - 852
= (01u - az — dou -al)((sl . al) (sz . az) — (sl . az) (sz . al))
= (01u - ap — dou - ay) ((sl X §2) - (a X az))

Commes; x sp =as etaz-al x a®=1//a alors(D(u) — DT (u))s1 - 52 = %(Zhuz — du1). Il en résulte
que

dil d/ 1
_(O)Sa Sq = & (R—> (0) = x (u)sq - Sas

d 0 1 1 9 5
—( )s1 - 52 = x(u)sq - 32+2f( R—2>( 1u2 — d2u1).

D’autre part,
dil 1 /dsy ds» 1 dsy
@(O)Sl'SZ—R—l(d—n(O) ) +R—<—(0) ) <R—1——2)—(0)
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