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Résumé Les espaces topologiques dont le produit avec chaque espace fortement de Fréchet est de
Fréchet sont caractérisés de facon interne. Ceci résout un probléme resté longtemps ouvert.
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Productively Fréchet spaces

Abstract The class of topological spaces whose product with every strongly Fréchet space is also
Fréchet is characterized internally. This solves a long standing probtedtethisarticle:
F. Jordan, F. Mynard, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 259-262. 0 2002 Académie
des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Un espace topologique est ditde Fréchesi pour tout pointe et tout sous-ensembletel quex e cl A,
il existe une suite dand qui converge vers. Cette propriété n'est pas stable par produit, méme si les
facteurs sont des espaces compacts de Fréchet. Par exemple le produit de deux espaces compacts de Fréchet
n'est pas forcément de Fréchet [19]. Aussi la recherche de conditions sur un ¢&upled’espaces de
Fréchet pour que le produtt x Y soit de Fréchet a-t-elle mobilisée beaucoup d’attention depuis des années
[1,2,5-10,12-16,19,20].

Il est bien connu que si le produit de deux espaces de Fréchet contenant chacun une suiteibre (
pour p # n) est de Fréchet, alors chaque facteurfesement de Fréchet’est-a-dire que si une suite
décroissante de sous-ensembigsadmetx comme point d’adhérence, il existe une suitec A, qui
converge vers. Aussi la classe d’espaces dont le produit avec chaque espace de Fréchet est de Fréchet,
est-elle triviale. Plus précisement, c’est la classe des espaces finiment engdadésui est triviale dans
la mesure ou tout espace finiment engendré et séparé est discret. Il est donc naturel de chercher a caractériser
les espaces dont le produit avec chaque espace fortement de Fréchet est de Fréchet. Plusieurs résultats dans
ce sens ont été obtenus par le passé.

Avant d’énoncer ces résultats, reformulons la définition d’un espace fortement de Fréchet. Deux familles
A et B de sous-ensemble® grillentsi A N B # @ pour toutA € A et tout B € B. On écrit alorsA#5.
En considérant la classgg, des filtres a base dénombrable, on peut définir deux types d’adhérence pour un
filtre F :

adhr = JImg,  admsZ= (] lmH.
GHF P HH#F
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Il est clair qu’un espace est fortement de Fréchet si et seulement si
adhZ c adgirst F, (1)

pour tout filtreF & base dénombrable.
Un espace edifiséquentiesi (1) est vrai pour tout filtrer. E. Michael a montré que

THEOREME 1 [10, Proposition 4.D.4]. £e produit d’'un espace biséquentiel et d’un espace fortement
de Fréchet est fortement de Fréchet.

Les deux résultats connus les plus significatifs sont dds a A.V. Arhan(jei'akie part, S. Dolecki et
T. Nogura d’autre part.

THEOREME 2 [1, Proposition 6.27].+e produit d’un espacedo-biséquentie? et d’ un espace
fortement de Fréchet est fortement de Fréchet.

THEOREME 3 [5, Theorem 4]. Le produit d’un espace de Fréchet régulieret 832 avec un espace
fortement de Fréchet est fortement de Fréchet.

Cependant aucune caractérisation des espaces dont le produit avec chaque espace fortement de Fréchet
est de Fréchet n’était connue.

Afin d'obtenir une telle caractérisation, nous interprétons la notion d’espace fortement de Fréchet en
termes de propriété ensembliste des filtres de voisinage. Unfiltner un ensembl& est ditfortement de
Fréchet[4] si pour tout filtreH & base dénombrable tel q@&tF, il existe un filtre£ & base dénombrable
plus fin queF v H. Un espace est fortement de Fréchet si tous ses filtres de voisinages sont fortement de
Fréchet.

Un espace egiroductivement de Fréchst (1) est vrai pour chaque filtre fortement de Fréchet. Un filtre
a base dénombrable étant fortement de Fréchet, tout espace productivement de Fréchet est en particulier
fortement de Fréchet. Par ailleurs, les espaces biséquentiels sont clairement productivement de Fréchet.

Il est possible de montrer de facon directe que les espagbiséquentiels et les espaces de Fréchet
qui sont réguliergs et ¢, sont productivement de Fréchet. Cependant, ce sont des conséquences de notre
résultat principal.

THEOREME 4. — Pour qu'un espace soit productivement de Fréchet il faut et il suffit que son produit
avec chaque espace fortement de Fréchet soit de Frédbéacon équivalente, fortement de Fréghet

La preuve est basée sur l'utilisation de filtres de relations. Plus préciseméngdi un filtre surX,
G un filtre surY et H un filtre surX x Y, on définit le filtre HF engendré sut’ par les les ensembles
HF ={yeY:3x e F, (x,y) € H} pourH € H et F € 7. De méme, on considere le filtlg~G sur X
engendré par les ensemblBS G ={x € X:3y e G, (x,y) € H} pourH € HetG € G. On a alors

(FxO#HH <— HF#HG <— H GH#HF.

Esquisse de preuve.St X n'est pas productivement de Fréchet, alors il existe un fitf@rtement de
Fréchet et un pointg tel quexp € adhF \ adhrist F. L'espace topologiqu& obtenu a partir de 'ensemble
X en déclarant tous les points saufisolés et pour lequeNy (xg) = F A (xo) est fortement de Fréchet.
Mais X x Y n’est pas de Fréchet caro, xo) € Clyxy{(x, x) : x # xo}, mais aucun filtre & base dénombrable
(a fortiori aucune suite) syKx, x) : x # xp} ne converge vergeg, xo).

Réciproquement, supposoisproductivement de Fréchet &tfortement de Fréchet. Sol un filtre
a base dénombrable tel que, y) € adhy .y H, c’est-a-dire,(Nx (x) x Ny (y))#H. Le filtre Ny (y) est
fortement de Fréchet, et I'on peut vérifier qiie Ny (y) I'est aussi. CommeX est productivement de
Fréchet etH~ Ny (y)#Nx (x), il existe un filtreG a base dénombrable tel ques limy G et GH#H Ny (v).
CommeHG est un filtre a base dénombrable qui griNg (y) et Y est fortement de Fréchet, il existe un
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filtre £ a base dénombrable plus fin g v Ny (y). Le filtre G x £ est a base dénombrable, griltg et
converge vergx, y) pourX x Y. 0O

COROLLAIRE 5.— Un produit de deux espaces productivement de Fréchet est productivement de
Fréchet.

En effet, siX et Y sont productivement de Fréchet etlgi est fortement de Fréchet, alors I'espace
produit (X x Y) x W est fortement de Fréchet, puisqiiex W I'est en vertu du Théoréme 4, si bien
queX x (Y x W) l'est également, par le méme argument. En appliquant la partie réciproque de ce méme
théoréme, on conclut queé x Y est productivement de Fréchet. 5

Le Théoréme 4 généralise strictement les résultats de Arhangedtskie Dolecki et Nogura. En
effet, un 2-produit d’'un nombre non dénombrable de copies de la droite réelle est un exemple d’espace
productivement de Fréchet qui n’est ni biséquentiel.riPar ailleurs, I'espace construit par P. Nyikos [17,
Example 3.8] est productivement de Fréchet et fournit un exemple (sous I'hypbtkés indépendante
des axiomes ZFC) d’espace productivement de Fréchet qui n’esgpasionc pasko-biséquentiel.

lun espace eginiment engendréi tout point admet un plus petit voisinage.

2Un espace topologiqu® complétement régulier esty-biséquentieki tous ses sous-espaces dénombrables sont
biséquentiels et si pour chaques X et C C UBCx |B|<No clpx B (bX étant une compactification de€) tels que

x € clpx C, il existe un sous-ensemble dénombrablele C tel quex € clpx D [1].

3Un espace topologique est ditsi chaque point admet une suit@,),c» de voisinages telle que chaque suite
xn € Qp soit d’adhérence non vide. Une topologie gs{5] si pour chaque bisuite librecf # x)

Xnk = Xn—> X,
k n

il existe un sous-ensemble compact meétrisaldle de {x} U {x,:n € o} U {x,x:n, k € w} tel que
[{n:|CN{xy ik € 0} =0} =o.

4p est la cardinalité minimale d’une famille nea*-bornée de fonctions de dansw, la relation<* étant définie
parf <* g & In:Vk >n, f(k)<gk).

5Un espace esi3 si pour toute bi-suite stationnaire,  — x, il existe une suitéx, , x,)pew qui converge vers
telle quel{n:|{kp :np =n}| =0} = w.
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