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Résumé Soient Q2 un domaine borné, régulier d&@¥ (N € N*) et p un réel dans|1; N[. On
présente ici une méthode pour prouver I'existence d’'une solution & un probléme de type
Neuman faisant intervenir lp-Laplacien. Celle-ci permet de construire une solution de
I’équation concernée a partir d'une sur et d’une sous solution du probRsueciter cet
article: M. Motron, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 341-344.
0 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Super- and sub-solutions method for the existence of a solution to a
Neuman problem involving the p-L aplacian

Abstract Let © be a smooth bounded domain®d (N e N*) andp be a real if|1; N[. We present
here a method for proving the existence of a solution to a Neuman problem involving the
p-Laplacian. This one enables us to build a solution from a super- and a sub-solution to the
problem.To citethisarticle: M. Motron, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 341-344.
O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

SoientQ un domaine borné, régulier &' (N € N*), p €]1; N[ un réel etp’ son conjugué, a savoir tel
ques + o> = 1. On considere les applicatiops @ x R — R et f : 92 x R — R définies par :

g(x, 1) =a()|t197% + b(x)|t|P"%, pourtoutr € R et presque tout € 2,
Fx, ) =c)|t]" % +d(x)|7|P"%, pourtoutr € R et presque tout € 9,

avecq > p,r > p,a,belL®(Q) etc,d e L*(0Q).
On s’intéresse au probléme suivant : trouver une fonatiaW-7 () telle que

—Apu=g(-,u) dansg, ©
|VulP~2Vu -7i= f(-,u) sSuroQ,
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ou 71 désigne le vecteur normal unitaire extérieur en un pointdgle A,u = div(|Vu|P~2Vu) et
[Vu|P~—2Vu - i est défini par

/ |Vu|p_2Vu-7lg0dx=/IVuIP_ZVu-dex—i—/Apu(pdx pour touty € C®(Q).
IR Q Q

Précisons quelques définitions.

DEFINITION 0.1. —
— Une solution (faible) de (E) est une fonctio W7 (Q) telle que

Yo € C®°(Q), / |VulP2Vu - Vo dx =/ gx,u)pdx +/ f(x,u)pdx.
Q Q a0
— Une sur solution (faible) de (E) est une fonctioa W7 (Q) telle que
Yo € C®(Q), ¢ >0, / |Vu|P~°Vu - Vo dx > / g(x,u)pdx +/ f(x,u)pdx.
Q Q aQ
— Une sous solution (faible) de (E) est une fonctica W7 () telle que
Yo € C®(Q), ¢ >0, / |VulP2Vu - Vo dx < / g(x,u)pdx +/ fx,u)pdx.
Q Q a0

On peut alors énoncer le théoreme d’existence suivant :

THEOREME 0.2. — Soient m et M des constantes. Supposons que (E) posséde une sous solution u et une
sur solution 7 telles que

m<u<u<M, p.p dansQ.
Alorsil existe u € WP (Q) solution (faible) de (E) qui satisfait & u < u < 7 p.p. dans €.

Remarque 1. — On pourrait étendre le résultat a d’autres types de foncgcetsf, la preuve qui suit
pouvant se généraliser aisément.

Ce résultat peut s'utiliser afin de prouver I'existence d’'une solution pour des probléemes faisant
intervenir des fonctionnelles non coercives, comme cela est fait par exemple dans I'article de Birindelli
et Demengel [1], de Wigniolle [5]. La preuve du théoréme présentée dans [5] suit les arguments de
Struwe [4] : une solution est donnée par un probléme de minimisation avec contrainte. Pour celle proposée
ici, un argument clef est le principe de comparaison pour des équations faisant interyehaéacien,
cette méthode s’inspirant de Hebey [3] ou le cadre est celui d’'une variété Riemannienne compacte et ol
p = 2 (voir Druet [2] pour le cas ow € ]1; NJ).

Démontrons le Théoréme 0.2 —Fixonsk > 0 (resp.K > 0) assez grand pour que la fonction>
G(x,1):=g(x,t) + k|t|P=%t (resp.t — F(x,t) := f(x,t) + K|t|P~2r) soit croissante sufin; M] pour
presque tout € Q2 (resp.x € 992).

Etape 1 : On montre qu'il existe une fonctian, € W7 () vérifiant

{ —Apur +klu1|P~%u1 = G(-, ) dans<2,
IVu|P~2Vui -7 + K |ur|P~2ur = F(-, W) suri

telle quex < u1 < u p.p. dans2.
Par des arguments classiques, on prouve qu’une suite minimisante pour

1 K
inf {—/ |Vv|pdx+ﬁ/ |v|pdx+—/ |v|pdx—/ G(x,ﬁ)vdx—/ F(x,ﬁ)vdx}
veWlr(@) (P Jo rJa P Joo Q a0

converge (a une sous-suite prés) versolution de (E1).

(E1)
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Pour montrer que < 11 < u p.p. dans?, on utilise la proposition suivante (principe de comparaison
faible qui est un résultat classique) :

PROPOSITION 0.3. - Soient A, BeR,v=2p,u=petuve WLP(©) N L(2). On suppose que
pour tout ¢ € C*°(R2), ¢ > 0,0na

/ |Vu|p_2Vu-V<pdx+A/ |u|”_2u<pdx+B/ lu|*%ugpdx
Q Q Elo)

g/ |Vv|p_2Vv-V¢de+A/ |v|”_zv<pdx+B/ [v/*2vp dx.
Q Q IQ
Alorsu < v p.p. dans Q.

On conclut comme suit. Sajt € € (), ¢ > 0. On pose, pour € W7 (),

<I(v),g0>:/Q|Vv|1’_2Vv-Vgpdx+k/g2|v|p_2v<pdx+l(/m|v|p_2v<pdx.

En utilisant le fait que:1 est une solution de (E13, une sur solution de (E) et qué et G sont croissantes
par rapport a la 2eéme variable, on peut écrire
(Iw), ) < (I(u), ) <{I@), p),
ce qui prouve, par la Proposition 0.3, quel 1 < u p.p. dans2.
Etape 2 : En utilisant la croissance d€ et G, on remarque que; est une sur solution de (E), ce qui
permet de trouver, par la méme méthode que dans I'étape 1, une fomgtioV™-? (Q2) vérifiant
{ —Apuz + kluz|P~2uz = G(-, u1) dansQ,
IVuo|P~2Vus - it + K lua|P"2ur = F(-,u1) surdQ
avecu < uz < up p.p. dans.
Etape 3 : En itérant le procédé, on peut construire une suitee W2 (Q) N L>(2) de sur solutions
de (E) vérifiant, pour tout e N* :
{ —Apui + kluilP"2u; = G (-, ui-1) danse, (Ei)
IVuil?~2Vu; -7+ K|ui|P"2u; = F(-,ui—1) Suros.
avecu < u; <u;j—1 <u p.p- dans2 (en posant par conventiorp = u). On vérifie aisément que:;) est
une suite bornée de ¥W () donc, quitte & extraire une sous-suite, elle converge faiblement daAsYy

et presque partout vers une fonctiere W7 (2). De fagon évidente, on@a < u < @ p.p. dans2. Soit
@ € C®(Q). Par (Ei), on peut écrire pour toiit N*

/|Vui|p_2Vui~V<pdx+k/Iui|p_2ui<pdx+K/ |ui [P 2uipdx
Q Q aQ

(E2)

(Ei')
:/ G(x,ui_l)godx—f—/ F(x,u;—1)pdx.
Q Q2
En faisant tendré vers+oo dans cette égalité, on va vérifier guest solution du probléme (E). Le seul
terme délicat est lim, fQ |Vu;|P=2Vu; - Vo dx. On remarque tout d’abord quéVu;|?~2Vu;) étant
bornée dans ¥ (), cette suite converge faiblement (& une sous suite pres) vers une fonetibh ().

Ensuite, en multipliant la premiére équation de (Ei) par et en intégrant suf2 on obtient (grace a la
formule de Green)

/|Vu,-|pgodx+/(ai-V(p)uidx—f-k/ |ui|pgodx+K/ lu; |P @ dx
Q Q Q aQ

=/G(x,ui—1)ui<pdx+/ F(x,uj—1)ujpdx.
Q Q2
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olo; = |Vu;|P~?Vu;, ce quidonne (en passant a la limite)

lim /|Vui|”<pdx:—/(o-V<p)udx+/g(x,u)mpdx+/ f(x, w)updx. (1)
Q Q Q IQ

i—+00
D’autre part, on fait tendrévers+oo dans (Ei) pour obtenir au sens des distributions :
—dive =g(-, u),
o ’/_i = f(7 I/[),

olo -7i est définie par (o - 71, ) = [ (divo)y dx + [0 - Vidx, Vi € €¥(Q).
En multipliant (2) paug et en intégrant suf2, on obtient :

/ (o - Vo)udx + / (o - Vu)pdx :/ g(x, u)updx +/ fx,u)updx
Q Q Q e
et en combinant avec (1), on a alors

lim /|Vui|pg0dx:/(a-Vu)<pdx. 3)
Q Q

i— 400

)

Par ailleurs, sip > 0, par I'inégalité de Holder et par (3) on a

, 1 1/p
limsup | |Vu;|Pepdx < (/ |o|p<pdx> (/ IVulpgpdx)
i>+o0 JQ Q Q

1/p' 1/p
< liminf (/ |Vui|p<pdx> (/ |Vu|pg0dx> ,
1— 400 Q Q

ce qui donne limsup, , ., [ |Vuil’¢dx < [o|Vu|Pedx. Puisque I'on a toujoursfg |Vu|Pgdx <

liminf; 400 [ IVuilP@dx, on obtient alors lim. o [ [VuilPedx = [, [VulPedx, qui est encore
valable si¢ est de signe quelconque. En comparant ce dernier résultat a I'égalité (3), on aboutit a
o -Vu = |Vu|?, et par suiter = |Vu|?~?Vu.

Ainsi, en passant a la limite dans (Fion obtient que: est solution de (E).
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