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Résumé On montre que tout courant positif ferméT , régularisable et à croissance faible dans une
variété KählerienneM est de Liouville relatif à la classe des applications holomorphes
bornées sur le support deT et à valeurs dans une variété KählerienneN de forme de Kähler
exacte. On établit un théorème de type Casorati–Weierstrass pour le courantT . Aussi, on
montre que si(M,ω) est Kählerienne complète de courbure de Ricci semi-positive à l’infini
i.e. Ricω(x) � −α(r(x)) où α(t) decroit vers 0 à l’infini, alorsM est de Liouville pourvu
qu’il existep > 1 tel queλ1(M) � pα(0) et la fonction max(α(r), r−2) estp-sommable
à l’infini. Pour citer cet article : S. Asserda, M. Kassi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335
(2002) 751–756.
 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Liouville type currents for holomorphic maps

Abstract We show that every regularized positif closed currentT with slow growth on a Kähler
manifoldM is a Liouville current with respect to the class of holomorphic maps bounded
on the support ofT with values on a Kähler manifoldN whose Kähler form is exact.
We establish a Casorati–Weierstrass type theorem for the currentT . Also we show that
if (M,ω) is a complete Kähler manifold with nonnegative Ricci curvature at infinity, i.e.,
Ricω(x) � −α(r(x)) whereα(t) is nonnegative and decreass to 0 at infinity, thenM is
a Liouville manifold provided thatλ1(M) � pα(0) and the function max(α(r), r−2) is
p-summable at infinity for somep > 1. To cite this article: S. Asserda, M. Kassi, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002) 751–756.
 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

Let (M,ωM) be a Kählerm-dimensional manifold andT be a closed positif current onM. Let (N,ωN)

be a Hermitianm-dimensional manifold andO(M,N) be the space of holomorphic maps fromM to N .
The currentT is a Liouville current with respect toO(M,N) if every holomorphic mapf ∈ O(M,N)

such thatf (suppT ) � N , the currentf ∗(ωN )∧ T is trivial. In [7], it is proved that ifN is Kähler and does
not support any positive closed current with compact support then every holomorphic mappingf : C → N
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such thatf (C) � N is a constant map, i.e.,f ∗(ωN) = 0. The purpose of this Note is to generalize this
result to positive closed currents. LetF := {g : R+ → R+,

∫ +∞
δ

dr
g(r)

= ∞}.
THEOREM 1. –Let (M,ωM) be a m-dimensional Kähler manifold andT be a regularized positive

closed current of bidimension(p,p) onM. Letφ : M → R be a nonbounded exhaution function of classC2.
Letg ∈ F such that

lim sup
r→∞

∫
φ�r

ddcφ ∧ T ∧ω
p−1
M

g(r)
< +∞.

Let (N,ωN) be an � 2-dimensional Hermitian manifold andf : M → N be a holomorphic mapping such
thatf (suppT ) � N .
(i) If the current f ∗(ωN ) ∧ T is not trivial then there exist a nontrivial positive closed currentS

of bidimension(1,1) on N such thatsuppS ⊂ f (suppT ). In particular if ωN is d-exact in a
neighborhood off (suppT ) thenf ∗(ωN)∧ T = 0.

(ii) If f (suppT ) has a finite number of connected components and if there exist a nontrivial positive
closed currentS of bidimension(1,1) onN such thatsuppS ⊂ f (suppT ) thenf ∗(ωN) is nontrivial
onsuppT .

(iii) If N is a projective manifold equipped with a very ample line bundleL such that the setE := {σ ∈
P(H 0(N,L)) : f (suppT )∩supp(σ ) = ∅} has positive measure thenf ∗(ωN)∧T = 0. HereH 0(N,L)

denote the space of holomorphic sections ofL andP(H 0(N,L)) is the projectivized space.

It follows from (i) that every projective positif closed current onC
n is a Liouville current with respect

to O(Cn). This fact was established by Blel and Raby [2] (see also Mimouni [9]). Also (ii) generalize to
positif closed currents a Casorati–Weierstrass type theorem of Takegoshi [10,11].

It is well known that every complete Kähler manifold with nonnegative Ricci curvature is a Liouville
manifold [14]. In [12], Wu proved that every bounded holomorphic map fromM to a Hermitian manifold
N such thatf (M) support a strictly psh function is a constant map. Other Liouville properties were studied
in [8]. Our purpose is to establish the Liouville propertie for complete Kähler manifolds with nonnegative
Ricci curvature at infinity.

DEFINITION. – Let(M,g) be a complete Riemannian manifold. The Ricci curvature ofg is nonnegative
at infinity if there exists a nonincreassing functionα : R+ → R+ such thatα → 0 at infinity and
Ricg(x) � −α(r(x)) wherer(x)= dg(x, x0).

We denote byλ1(M) the lower bound for the spectrum of the Laplacian. Forx ∈ M andr(x) � a > 0,
let R(x) := max(α(r(x)), r−2(x)).

THEOREM 2. –Let(M,ωM) be a complete Kähler manifold with nonnegative Ricci curvature at infinity.
Let (N,ωN) be a Hermitian manifold whose holomorphic bisectional curvature is bounded from above. Let
φ be aC2 bounded strictly psh function such that|dφ‖ � 1 and i∂∂̄phi � εωN . If there existp > 1 and
a > 0 such thatλ1(M) � pα(0) andR ∈ Lp(M \ B(x0, a)), then every holomorphic map fromM to N is
constant.

Remarks. –
1. If M has finite volume, without any curvature assumption, thenφ ◦f ∈ L2(M). By Yau’s theorem [15]

φ ◦ f is constant. Hencef is a constant map.
2. If RicωM � 0, in this caseλ1(M) = 0, we know that Vol(B(x0, d)) � C(x0)d

2m−1 [1]. It follows that
R ∈ Lp if p � 1.

3. If instead ofφ we take etφ , then for everyB � 0 andt � 1 the holomorphic bisectional curvature of
ω̃N := etφωN has the upper boundB [12]. It follows that the energies traceωM f ∗(ωN) and traceωM f ∗(ω̃N )

are comparable. Without loss of generality, we can suppose that the holomorphic bisectional curvature ofN

is nonpositive.
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For harmonic maps between Riemannian manifolds, we have

PROPOSITION. – Let (M,g) be a complete Riemannian manifold with nonnegative Ricci curvature at
infinity. Let(N,h) be a Riemannian manifold whose sectional curvature is bounded from above. Letφ be
a C2 bounded strictly convexe function such that‖dφ‖ � 1 andd2φ � εh. If there existp > 1 anda > 0
such thatλ1(M) � pα(0) andR ∈ Lp(M \ B(x0, a)), then every harmonic map fromM to N is constant.

1. Introduction et énoncé des résultats

Soient(M,ωM) une variété Kählerienne de dimensionm et T un courant positif fermé dansM. Soient
(N,ωN) une variété hermitienne de dimensionn etO(M,N) l’espace des applications holomorphes deM

dansN . On dit queT est de Liouville relatif àO(M,N) si toute application holomorphef deM dansN
telle quef (suppT ) � N , le courantf ∗(ωN) ∧ T est trivial. Dans [7], Guedj a montré que siN est une
variété Kählerienne qui ne supporte pas de courant positif fermé à support compact, alors toute application
holomorphe deC dansN telle quef (C) � N est constante i.e.f ∗(ωN ) = 0. On se propose de généraliser
ce résultat aux courants positifs fermés. On noteF := {g : R+ → R+,

∫ +∞
δ

dr
g(r)

= ∞}.
THÉORÈME 1. –Soient(M,ωM) une variété Kählerienne de dimensionm etT un courant positif fermé

de bidimension(p,p) régularisable dansM. Soitφ : M → R une fonction de classeC2, exhaustive et non
bornée. Soitg ∈ F tel que

lim sup
r→∞

∫
φ�r dd

cφ ∧ T ∧ω
p−1
M

g(r)
< +∞.

Soient(N,ωN) une variété hermitienne de dimensionn � 2 et f : M → N une application holomorphe
telle quef (suppT ) � N .
(i) Si le courantf ∗(ωN ) ∧ T est non trivial alors il existe un courant positif ferméS de bidimension

(1,1) non trivial surN et à support dansf (suppT ). En particulier siωN est d-exacte au voisinage
def (suppT ) alorsf ∗(ωN)∧ T = 0.

(ii) Si f (suppT ) admet un nombre fini de composantes connexes et s’il existe un courant positif ferméS

de bidimension(1,1) non trivial surN et à support dansf (suppT ) alorsf ∗(ωN) est non trivial sur
suppT .

(iii) Si N est une variété projective munie d’un fibré très ampleL tels que l’ensembleE := {σ ∈
P(H 0(N,L)) : f (suppT ) ∩ supp(σ ) = ∅} est de mesure non nulle, alorsf ∗(ωN) ∧ T = 0 ; où
H 0(N,L) est l’espace des sections holomorphes deL et P(H 0(N,L)) l’espace projectif associé.

L’assertion (i) entraine que tout courant projective surCn est de Liouville relatif àO(Cn). Ce résultat
a été établi par Blel et Raby [2] (voir aussi Mimouni [9]). L’assertion (iii) généralise au courants positifs
fermés un théorème de Casorati–Weierstarass établi par Takegoshi [10,11].

On sait que toute variété Kählerienne complète de courbure de Ricci semi-positive est de Liouville [14].
Dans [12], Wu a montré que toute application holomorphe bornée deM dansN tel quef (M) supporte une
fonction strictement Psh est constante. D’autres propriétés de Liouville ont été établies par Li et Yau [8].
On se propose d’étudier la propriété de Liouville pour les variétés Kähleriennes complètes de courbure de
Ricci semi-positive à l’infini.

DÉFINITION. – Une variété Riemannienne complète(M,g) est dite de courbure de Ricci semi-positive
à l’infini s’il existe une fonctionα : R+ → R+ decroissante qui tend vers0 à l’infini telle queRicg(x) �
α(r(x)) où r(x) = dg(x, x0).

On désigne parλ1(M) la borne inférieure du spectre du laplacien deM. Pourx ∈ M et r(x) � a > 0, on
poseR(x) := max(α(r(x)), r−2(x)).
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THÉORÈME 2. –Soit (M,ωM) une variété Kählerienne complète de courbure de Ricci semi-positive à
l’infini. Soit (N,ωN) une variété hermitienne de courbure bissectionnelle majorée. Soitφ : N → R+ une
fonction strictement Psh de classeC2 bornée telle que‖dφ‖ � 1 et i∂∂̄φ � εωN .

S’il existep > 1 et a > 0 tels queλ1(M) � pα(0) et R ∈ Lp(M \ B(x0, a)), alors toute application
holomorphe deM dansN est constante.

Remarques. –
1. SiM est de volume fini, sans aucune hypothèse de courbure, alorsφ ◦ f ∈ L2(M). D’après un résultat

de Yau [15], elle est constante. Par suitef est constante.
2. Si RicωM � 0 alorsλ1(M) = 0. On sait que Vol(B(x0, d)) � Cx0d

2m−1 [1]. DoncR ∈ Lp pourp � 1.
On en déduit le résultat de Wu [12].

3. Quitte à remplacerφ par etφ , alors pour toutB � 0 et pourt � 1 la métriqueω̃N := etφωN est de
courbure bissectionnelle majorée parB [12]. Donc les énergies traceωM f ∗(ωN) et traceωM f ∗(ω̃N ) sont
comparables surM. On peut donc supposer que la courbure bissectionnelle deN est semi-négative.

Pour les applications harmoniques entre variétés Riemanniennes, on a

PROPOSITION. – Soit (M,g) une variété Riemannienne complète de courbure de Ricci semi-positive à
l’infini. Soit (N,h) une variété Riemannienne de courbure sectionnelle majorée. Soitφ : N → R+ une
fonction strictement convexe de classeC2 bornée telle que‖dφ‖ � 1 et d2φ � εh. S’il existep > 1 et
a > 0 tels queλ1(M) � pα(0) etR ∈ Lp(M \B(x0, a)), alors toute application harmonique deM dansN
est constante.

2. Preuve du Théorème 1

(i) Soit r0 tel quef ∗(ωN) ∧ T est non trivial sur{φ < r} pour r � r0. On définit le courantSr de
bidimension(1,1) surN par

〈Sr , θ〉 :=
∫
φ<r

f ∗(θ)∧ T ∧ω
p−1
M∫

φ<r
f ∗(ωN)∧ T ∧ ω

p−1
M

.

Alors Sr est positive, à support dansf (suppT ) et ‖Sr‖ = 1. Le courantS cherché sera une limite faible
des(Sr ). Pour cela, on a besoin des lemmes suivants.

LEMME 1. –Pour presque toute valeure régulière deφ, on a

∣∣〈Sr , dθ〉∣∣ � C

∫
φ�r

ddcφ ∧ T ∧ω
p−1
M

∫
φ=r

∗(f ∗(ωN)∧ T ∧ ω
p−1
M )(∫

φ<r
f ∗(ωN)∧ T ∧ω

p−1
M

)2

pour tout forme test réelleθ surN , où∗(f ∗(ωN )∧T ∧ω
p−1
M ) est la trace de la mesuref ∗(ωN)∧T ∧ω

p−1
M

sur {φ = r} et C est une constante qui ne dépend pas der.

LEMME 2. – Il existe une suite de valeurs régulières(rk) → +∞ telle que

lim
k→∞

∫
φ�rk

ddcφ ∧ T ∧ ω
p−1
M

(∫
φ=rk

∗(f ∗(ωN )∧ T ∧ω
p−1
M )

)
(∫

φ<rk
f ∗(ωN)∧ T ∧ ω

p−1
M

)2 = 0.

Soitrj → +∞ une suite qui vérifie les propriétés des Lemmes 1 et 2. Alors la suite des courants(Srj ) est de
masse localement fini, elle admet donc une limite faibleS qui est un courant positif fermé de bidimension
(1,1), à support dansf (suppT ) et non trivial car‖S‖ = 1.

(ii) Soit S un courant positif fermé de bidimension(1,1), non trivial et à support dansf (suppT ). Si
f ∗(ωN) = 0 sur suppT , alorsu := traceωM f ∗(ωN) est C∞ et nulle sur suppT . D’après le théorème de

754



To cite this article: S. Asserda, M. Kassi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002) 751–756

Sard [5], pour tout entierk on aH2n/k(f (suppT )) = 0 oùHα est la mesure de Hausdorff relative à la
metriqueωN . En particulierH1(f (suppT )) = 0. Si les Cj , j = 1, . . . , p sont les composante connexes de
f (suppT ), d’après [5] on a 0=H1(Cj ) � diam(Cj ). D’où f (suppT ) est réduit à nombre fini de points et
par suiteS = 0 d’après le théorème de support [5], contradiction.

(iii) D’après [10], on peut supposer queN = Pn etL =O(1) est le fibré des hyperplans dePn. SoitP∗
n le

dual dePn. Soitσ = (σ0 : σ1 : · · · : σn) ∈ Pn (resp.ξ = (ξ0 : ξ1 : · · · : ξn) ∈ P∗
n) les coordonnées homogènes

dePn (resp.P∗
n). On note〈σ, ξ〉 = ∑n

i=0σiξi et ‖σ‖ = ∑n
i=0 |σi |2. SoitK le potentiel surPn × P∗

n défini
par K(σ, ξ) := log ‖σ‖‖ξ‖

|〈σ,ξ 〉| . Si ωFS est la métrique de Fubini–Study surPn, on a :ωFS = 2ddcK(σ, ξ)

sur Pn \ supp(ξ). Soit E ⊂ P∗
n un ensemble de mesure non nulle tel quef (suppT ) ∩ supp(ξ) = ∅ pour

tout ξ ∈ E. Il exsite ξ ∈ E tel que(f (suppT ) \ f (suppT )) ∩ supp(ξ) = ∅. SinonE sera contenu dans
l’ensemble des hyperplans{Ha, a ∈ f (suppT ) \ f (suppT )} qui est de mesure nulle dansP∗

n. DoncωFS

estd-exacte au voisinage def (suppT ). D’après le (i) :f ∗(ωFS)∧ T = 0.

3. Preuve du Théorème 2 (esquisse de la démonstration)

Pourz ∈ M, on considère la bouleB(z,2r(z)) où r(z) = dωM (z, x0) et x0 ∈ M fixé. Alors pour tout
x ∈ B(z,2r(z)) on a RicωM (x) � −α(r(z)). Soit c > 0 tel quec − φ(f (x)) � 1 pour toutx ∈ M. Suivant
Cheng [4], on considère la fonctionh deéfinie surB(z,2r(z)) par

h(x) := (4r(z)2 − d2(x, z))2‖df (x)‖2

(c − φ(f (x))2
.

Puisqueh = 0 sur∂B(z,2r(z)), alorsh atteint sa borne supérieure en un pointy ∈ B(z,2r(z)). En utilisant
un argument de Calabi [3], on peut supposer qued(x, z) est C2 au voisinage dey. D’après le principe de
maximum on a :

d logh(y) = 0 et 0 logh(y) � 0. (1)

Le théorème de comparaison du laplacien [6] entraine0d2(x, z) � CM(1 + r(z)α(r(z))) pour tout
x ∈ B(z,2r(z)). La formule de Bochner–Weitzenböck–Lichnerowicz (voir par exemple [13]) entraine que :

0
∥∥df (x)

∥∥2 � 1

2

‖d‖df (x)‖2‖2

‖df (x)‖2 − 2α
(
r(z)

)∥∥df (x)
∥∥2

pour toutx ∈ B
(
z,2r(z)

)
. (2)

Puisque i∂∂̄φ � εωN : 0(φ ◦ f ) � ε‖df ‖2. En combinant cette dernière inégalité avec (1) et (2), on en
déduit que

‖df ‖2(z) � CR(z) si r(z)� 1. (3)

Si g = ‖df ‖p , d’après (2) pour toutp � 1 etx ∈ M, on a

0g � −pα(0)g +
(
p − 1

p

)‖dg‖2

g
. (4)

Pour toutψ ∈ C∞
0 (M), on a∫

M

∥∥d(ψg)
∥∥2

dV =
∫
M

‖ψ‖2g2 dV + 2
∫
M

ψg〈dψ,dg〉dV +
∫
M

ψ2‖dg‖2 dV.

Mais

2
∫
M

ψg〈dψ,dg〉dV = 1

2

∫
M

〈
dψ2, dg2〉dV

= −
∫
M

ψ2g0g dV −
∫
M

ψ2‖dg‖2 dV
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= pα(0)
∫
M

ψ2g2 dV −
∫
M

ψ2‖dg‖2 dV −
∫
M

ψ2g
(
0g + pα(0)g

)
dV.

D’après la propriété variationnelle deλ1(M), on a

λ1(M)

∫
M

ψ2g2 dV �
∫
M

∥∥d(ψg)
∥∥2 dV

= pα(0)
∫
M

ψ2g2 dV +
∫
M

g2‖dψ‖2 dV −
∫
M

ψ2g
(
0g + pα(0)g

)
dV

ceci entraine∫
M

ψ2g
(
0g + pα(0)g

)
dV �

(
pα(0) − λ1(M)

)∫
M

ψ2g2 dV +
∫
M

‖dψ‖2g2 dV.

Soitψ ∈ C∞
0 (M) telle queψ = 1 surBd = B(x0, d) et ‖dψ‖2 � Cd−2. L’inégalité précédente entraine∫

B(x0,d)

g
(
0g + pα(0)g

)
� Cd−2

∫
M\B(x0,d)

Rp dV.

En tendantd vers l’infini, on a ou bieng = 0 ou bieng satisfait à0g + pα(0)g = 0. Puisquep > 1,
l’inégalité (4) entraine queg est constante et d’après (4)f est constante.
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