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Résumé Soit P une loi de probabilité discrète sur un espace infini dénombrableX . On étudie
la vitesse de convergence presque sûre de l’estimateur « plug-in » de l’entropieH :=
H(P) de la loi de probabilité inconnueP . On démontre aussi la convergence presque
sûre de l’estimateur pour des variables aléatoires stationnaires ergodiques, et pour des
variables aléatoires stationnairesα-mélangeantes sous une condition faible sur la queue
de distribution de la loiP . Pour citer cet article : A. Keziou, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I
335 (2002) 763–766.
 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

On entropy estimation for distributions with countable support

Abstract SupposeP is a discrete distribution on an infinite countable spaceX . We study the almost
surely convergence rate of the ‘plug-in’ estimate of the entropyH := H(P) of the arbitrary
distributionP . We prove also the consistency of the estimate for ergodic stationary random
variables and forα-mixing stationary random variables under weak assumptions on the tail
of the distributionP . To cite this article: A. Keziou, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335
(2002) 763–766.
 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Introduction et notations

Soit X une variable aléatoire discrète de loi de probabilité inconnueP sur un espace infini dénom-
brableX . Pour toutx appartenant àX , on notep(x) la probabilitéP {X = x}. L’entropie de Shannon de la
loi P est définie par

H = H(P) := −
∑
x∈X

p(x) log2 p(x) = E
{− log2 p(X)

}
,

où log2 est le logarithme de base 2, etE désigne l’espérance.
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SoitX1, . . . ,Xn un échantillon aléatoire de loiP . L’estimateur « plug-in »Ĥn de l’entropieH est défini
par

Ĥn := H
(
P̂n

) = −
∑
x∈X

p̂n(x) log2 p̂n(x), (1)

où P̂n est la mesure empirique définie parp̂n(x) := n−1 ∑n
i=1 δXi (x) pour toutx ∈X .

Băsarin a étudié les propriétés asymptotiques de l’estimateur plug-inĤn de l’entropie de lois de
probabilité discrètes à support fini (voir [3]). Antos et Kontoyiannis ont montré la convergence presque
sûre (p.s.) universelle dêHn dans le cas discret à support infini dénombrable. Ils ont montré aussi que
pour toute vitesse de convergencean → 0, il existe une loiP , telle que pour tout estimateurHn deH(P)

on a lim supn→∞
E|Hn−H(P)|

an
= ∞. Il n’existe donc pas de vitesse de convergence universelle pour les

estimateurs de l’entropie (voir [1] et [2]). Le but de cette Note est d’expliciter des conditions sur de vastes
classesP de loisP discrètes à support infini dénombrable, correspondant à des hypothèses naturelles dans
le domaine du codage et de la compression universelle de sources avec alphabets grands ou infinis (voir [8,7]
et les références ci-inclues) pour lesquelles on donnera des vitesses de convergence. Les références [1] et
[2] fournissent des vitesses de convergence dans L1(P ) et L2(P ) sous des hypothèses assez contraignantes
sur P , qui ne sont pas satisfaites par les modèles de Poisson et géométriques utilisés dans [8]. Nous
démontrons aussi la convergence p.s. de l’estimateur dans le cas stationnaire ergodique et sationnaireα-
mélangeant sous une condition faible sur la queue de distribution deP .

L’estimateur « plug-in » défini par (1) s’écrit sous la forme :

Ĥn := −1

n

n∑
i=1

log2 p̂n(Xi). (2)

Cette écriture facilite l’étude de la vitesse de convergence p.s.

2. Résultats

On donne trois propositions essentielles aux démonstrations des théorèmes à suivre :

PROPOSITION 2.1. – Pour tout0 � α < 1/2, δ � 0, on a:

lim
n→+∞ nα(log2 n)δ sup

x∈X

∣∣p̂n(x) − p(x)
∣∣ = 0 p.s.

PROPOSITION 2.2. – Pour tout0 � α < 1/2, δ � 0, on a:

lim
n→+∞ nα(log2 n)δ sup

t∈R

∣∣∣∣∣1

n

n∑
i=1

1{p(Xi)<t} − P
{
p(X) < t

}∣∣∣∣∣ = 0 p.s.

Introduisons l’ensembleAn = An(C,β) := {x ∈ X ; p(x) � Cn−β }.
PROPOSITION 2.3. – Soientα, β , γ , C, tels que0 < β < α < 1/2, 0 � γ � α − β < 1/2 et C > 0.

Alors, pour toutδ � 0, on a: limn→+∞ nγ (log2 n)δ supx∈An
| log2 p̂n(x) − log2 p(x)| = 0 p.s.

Dans tout ce qui suit on suppose que l’entropieH de la loi P est finie. L’hypothèse suivante sur la
distribution de la variableX permet de trouver une vitesse de convergence p.s. de l’estimateurĤn :

(H1) Il existeβ ′ > 0 tel que
∑+∞

n=1 nP {p(X) < n−β ′ } < ∞.
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THÉORÈME 2.4. – Supposons(H1). Soit 0 � γ < 1/2 et δ � 0. S’il existeα, β et C > 0 vérifiant :
0< β < α < 1/2, 0 < γ < α − β < 1/2 et

(H2) lim
n→+∞ nγ (log2 n)1+δP

{
p(X) < Cn−β

} = 0,

alors, on a presque sûrement: limn→+∞ nγ (log2 n)δ|Ĥn − H | = 0.

Démonstration. –Définissons la suiteHn := n−1 ∑n
i=1 − log2 p(Xi). Par application de l’inégalité de

Hoeffding (voir [5], p. 191) sous l’hypothèse (H1), on démontre la convergence p.s. denγ (log2 n)δ|Hn −
H | vers 0. En effet, d’après le lemme de Borel–Cantelli, l’hypothèse (H1) implique :−H � Yi :=
− log2 p(Xi) − H � β ′ log2 n − H . Par application de l’inégalité de Hoeffding, on obtient :

P
{
nγ (log2 n)δ|Hn − H | > ε

} := P
{|Y1 + · · · + Yn| > n1−γ (log2 n)−δε

}
� 2 exp

[
− 2ε2n1−2γ

β ′2 log2δ+2
2 n

]
.

La série de terme général 2 exp[−2ε2n1−2γ /β ′2 log2δ+2
2 n] est convergente pour toutε > 0 et le lemme de

Borel–Cantelli implique la convergence p.s. denγ (log2 n)δ|Hn − H | vers 0. La suite de la démonstration
consiste à montrer la convergence denγ (log2 n)δ|Ĥn − Hn| vers 0 p.s. En utilisant des majorations
similaires à celles utilisées dans [4], p. 86, on obtient :

nγ (log2 n)δ
∣∣Ĥn − Hn

∣∣ � nγ (log2 n)δ
1

n

n∑
i=1

1{Xi∈An}
∣∣log2 p̂n(Xi) − log2 p(Xi)

∣∣
+ nγ (log2 n)δ

1

n

n∑
i=1

1{Xi∈Ac
n}

∣∣log2 p̂n(Xi) − log2 p(Xi)
∣∣ := A + B.

A est majoré parnγ (log2 n)δ supx∈An
| log2 p̂n(x) − log2 p(x)|. D’après la Proposition 2.3 ce dernier est

négligeable, donc le terme A tend vers 0 p.s.
On a :

B � nγ (log2 n)δ
1

n

n∑
i=1

1{p(Xi)<Cn−β}
∣∣log2 p̂n(Xi)

∣∣r
+ nγ (log2 n)δ

1

n

n∑
i=1

1{p(Xi)<Cn−β}
∣∣log2 p(Xi)

∣∣ := C + D.

Or C � nγ (log2 n)1+δ 1
n

∑n
i=1 1{p(Xi )<Cn−β}. Donc d’après la Proposition 2.2, sous la condition (H2), le

terme C tend vers 0 p.s. Le terme D lui aussi tend vers 0 p.s. En effet

D = nγ (log2 n)δ
1

n

n∑
i=1

1{n−β′ �p(Xi)<Cn−β}
∣∣log2 p(Xi)

∣∣
� nγ β ′(log2 n)1+δ 1

n

n∑
i=1

1{p(Xi)<Cn−β}.

D’après la Proposition 2.2, sous la condition (H2), le dernier terme tend vers 0 p.s.✷
2.1. Remarques

1. L’hypothèse (H1) est utilisée pour appliquer l’inégalité de Hoeffding et montrer la convergence
presque sûre denγ (log2 n)δ|Hn − H | vers 0. L’hypothèse (H2) est utiliséée pour montrer que
nγ (log2 n)δ|Ĥn − Hn| est négligeable.
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2. Les références [1] et [2] montrent que l’erreur L1(P ) de l’estimateurĤn est de l’ordre den−(q−1)/q

si la loi P vérifie c1/iq � p(i) � c2/iq pout touti ∈ N
∗ avec 1< q < 2 et c1, c2 > 0 (voir [1],

Théorème 7). Cette condition n’est pas vérifiée pour les lois géométriques et les lois de Poisson.
3. Les hypothèses (H1) et (H2) contrôlent la probabilité d’observer une modalité correspondant à

une petite probabilité, ce qui est plus faible et plus naturelle qu’une hypothèse sur les queues de
distribution.

La condition suivante permet de démontrer la convergence p.s. de l’estimateur pour des variables
aléatoires stationnaires ergodiques et pour des variables aléatoires stationnairesα-mélangeantes :

(H3) Il existe 0< β < 1/2 etC > 0 tels que limn→+∞(log2 n)P {p(X) < Cn−β} = 0.

Soit (αn)n∈N la suite de coefficients de mélange fort définie par :α0 := 1/2 et pour toutn ∈ N ;
αn := supk∈Z α(Fk, σ (Xk+n)) où Fk := σ(Xi, i � k) est la sigma-algèbre engendrée par(Xi, i � k) et
α est le coefficient de mélange fort défini pour toutes tribusA, B par :

α(A,B) := 2 sup
{∣∣P(A ∩ B) − P(A)P(B)

∣∣; (A,B) ∈ A×B
}
.

THÉORÈME 2.5. –
(a) Soit X1, . . . ,Xn une suite de variables aléatoires stationnaires et ergodiques de loiP . Sous

l’hypothèse(H3), l’estimateurĤn est p.s. convergent.
(b) SoitX1, . . . ,Xn une suite de variables aléatoires stationnaires. Sous l’hypothèse(H3), si la suite de

mélange fort(αn)n∈N vérifie:
∑

n�0
αn

n+1 < ∞, alors, l’estimateurĤn est p.s. convergent.

Démonstration. –Pour démontrer le Théorème 2.5, il suffit de démontrer la convergence p.s. uniforme
de |p̂n(x) − p(x)| vers 0 pour les deux cas (a) et (b) (voir la démonstartion du Théorème 2.4). Sans perte
de généralité on suppose que l’espaceX est l’ensembleN. On a :

∀ε > 0, ∃x0(ε) ∈ X , ∃n0(ε, x0) > 0, ∀n � n0 : sup
x∈X

∣∣p̂n(x) − p(x)
∣∣ � sup

x<x0

∣∣p̂n(x) − p(x)
∣∣ + ε.

Le cas (a) : supx<x0
|p̂n(x)−p(x)| converge vers 0 p.s. car les variablesδX1(x)−p(x), . . . , δXn(x)−p(x)

sont stationnaires et ergodiques siX1, . . . ,Xn le sont.
Le cas (b) : on a convergence p.s. de supx<x0

|p̂n(x) − p(x)| vers 0 (voir [6], p. 55). ✷
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