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Résumé Dans cette Note, on donne une représentation intégrale du noyau de la abalewr)
associé au Laplacien de Fubini-Study sur I'espace projectif comfeie). Pour eOIa, on
établit une représentation intégrale réelle des polyndmes de Jacobi dwﬁ’ifi )(x)
généralisant celle donnée pour les polynbmes de LegeRAdiems2) : P;(cos2) =

2 (/2 1 ; ; o ;
= ——=(sin(2/ + Du)du. Pour citer cet article: A. Hafoud, A. Intissar,
”f’ «/co§r—c0§u( (2 + Du) du
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Integral representation of the Heat Kernel on the complex projective
spaceP*(C),n > 1

Abstract In this Note we give an explicit integral representation for Heat Kernels associated to
Fubini-Study Laplacians on complex projective spaBgC), n > 1. This was possible
by establishing a real integral representation formula for Jacobi polynomials of type
PZ("_l’O)(x). To cite this article: A. Hafoud, A. Intissar, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. |
335 (2002) 871-876.
0 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

Let M = G/H be a rank one Riemannian symmetric spatg, the Laplacian—Beltrami operator d
andE (¢, x, y) the associated Heat Kernel solving the following heat equatiodf on

0
EEM(t,x, V=AyEyt,x,y), t>0,x,yeM,

im [ Ewxonfordy=f@. e Com.
Then it is well known that the above Heat Kerrigj; (¢, x, y) depends only om > 0 and on the geodesic
distancer := d(x, y) of the rank one symmetric spad¢, i.e., Ey (¢, x, y) = F(¢t,r). Hence it becomes

natural to seek an explicit formula for the functiétiz, ). Indeed, for Heat Kernels of classical rank one
symmetric spaces of non compact type (i.e., real, complex and quaternionic hyperbolic spaces) there exists
well known explicit integral formulae given in slightly different forms by many authors (cf. Debiard and
Gaveau [2] and references therein). For instance, the Heat K&prielr) of the complex hyperbolic space

H"(C) can be given by:
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ot ) = €7 @y any 2 [ —_eosho (‘ T g>n (e7%).
r +/costfu —cosifr \ Sinhu du

However, for Heat Kernels on classical compact symmetric spa@g¢és of rank 1 (i.e., spheres, complex
projective spaces or quaternionic projective spaces) there are, to our knowledge, only expansion formulae
given in terms of zonal functions with respectiioor as integrals oveHl of the Heat Kernel of the grou@
(see Benabdellah[1]). In this Note, we give an integral representation of the Heat Kegiingt) associated
to the Fubini-Study Laplacian on the complex projective sgdd€). Namely, we establish the following
integral representation fap,, (¢, r).

THEOREM 1. —Let n > 1. Then the Heat Kernel Q, (¢, r) associated to the Fubini-Sudy Laplacian on
the complex projective space P (C) is given by the following integral formula

o= S [ oo (14
" 20241 [ Jco@r —cofu \ Sinudu

where the function ©,,+1(¢, u) isgiven by: ©,1(t,u) = >, g4 (+n/2% cogq 2] + n)u.

) (Ot 0],

Method of proof. — This is based on an explicit expansion of the Heat Kembglz, r) in terms of
Jacobi polynomials of typeP,(”_l’o) (cos2) and an integral representation Bf"_l’o) (cos2) that we
have established. See the French version for precise statements.

To end this abridged English version we make the following remarks.

Remark 1. - Letd2(z, ) and¥3(z, T) be the classical Jacobi functions as denoted in [6, p. 371]zFor
odd, the above functio®,,1(z, x) is related tay, and, forn even, the correspondirt®y,+1(¢, x) is related
to ¥3. More precisely we have:

1 x 4it I=n=3)/2 2
Opra(t, x) = —192(—, —) — ) e*UH/27cog2/+1)x, nodd
2 Tw =
and forn even we have:
. I=(n—2)/2
1 4it
Opya(t,x) =< (?93 (i —) — 1) — Z e_4ﬂ2 cosdx, neven

2 T et

Remark 2. — For fixedn in Z,., let x(n) = —1 forn odd andy (n) = 1 for n even. Then, by combining
the formulae fon¥; andv3 [6, page 371], i.e.,

1 12 92(%, 4) "y odd,
5(%) Z:(X(n))ke‘““f"’”z/(“f):{l9 EZ &)

keZ T ). neven,

with the above remark, we can use the above integral formula for the Heat Keyiielr) to derive the
asymptotic, whem — 07, for the trace of Heat semi-group’2#"© in complex projective spacé¥ (C).

1. Introduction et énoncé desrésultas

SoientS?' ! = {w = (w1, ..., wps1) € C*1: |w| = 1} la sphére unité d&"+1, ST = (L e C: |A| =1} le
cercle unité agissant sur la sph&fé*! par :1-w = (w1, ..., Aw,y1) aveca € St etw € §27+1, Soit 51\
$2+1 respace des orbites de cette action et sdi projection canoniquer : $2t1 — §1\ §2+1 Alors
I'espacest \ 21 s'identifie de maniére naturelle & I'espace projectif compEk&) de C"*+1. Aussi,
en munissans?'*1 de sa métrique riemannienne canoniqué‘pet I'espace projectif complex@' (C)
de la métrique de Fubini-Studyr&is, il résulte que la projection canonique définie ci-dessus devient

872



Pour citer cet article: A. Hafoud, A. Intissar, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 871-876

une submersion riemannienne dont toutes les fibs&sgont totalement géodésiques de longuetir i
Agani1 €t Apn(c) désignent respectivement les Laplaciens(§ét+?, ds2,) et (P"(C), dsgg) on sait que la
relation d’entrelacement suivamge: ¢y o m* = 7% o A g2.+1 @ lieu (cf. Gilkey et al. [4]) pour la submersion
riemannienne donnée par la fibration de Hog$*, ds2,) < (S%'*1, ds2,) — (P*(C), dsZo).

Dans cette Note, on considére le probleme de la chaleur assagig@ sur 'espace?” (C) :

0
001 101,101) = Ay 00 (1. [0 101), 1> 0, (0], 0] € P'(©) )
lim /P o Qu(r L) () A1) = £ (lo). F €C¥(F'©@). (1)

ou Q,(t, [w], [0]) est ce qu'on appelle le noyau de diffusion Bt (C), ds,%s).

Ici [w] désigne un point courant ¥ (C) avecw parcourant la sphérg? 1.

L'objet de cette Note est de donner une représentation intégrale du noyau de la ¢halel®], [6])
solution du probleme (1), (L

Pour énoncer les résultats principaux de cette Note, on fixera d’abord quelques notations qui seront
utilisées par la suite. Pouip, ¢) € Z2, notons parH,.1(p,q) 'espace vectoriel de dimension finie
formé par les restrictions a la sphés&*1 des polyndme#”4(z,7) harmoniques su€”*! et qui sont
homogeénes de degpéen; et de degré enz avecz dansC"+1. Les espaced,,;1(p, ¢) sont mutuellement
orthogonaux dans 4(s?'+, dw) lorsque les(p, ¢) parcourentZ3 et I'on a la décomposition suivante
L2(s?* dw) = @, ;50 Hu+1(p. q) (cf. [7]). Aussi pour chaquép,q) fixé, le noyau reproduisant
G;{t?(w, 0) de I'espaced,+1(p, g) dans [2(5%t1, dw) peut s'exprimer & I'aide des polyndmes de Jacobi

PI(”"ﬂ)(x) par une formule dite de Koorwinder (cf. [3]) :

X)) din+1p.q) IP—4ql j(p—q) arg(w,0)) p(r—1.1p—ql) 2
G (w,0) = Lk (w,0) er—a ) p 2w, 0)|" = 1),
n+1 VO|(52n+l)Pl\(/lnin(l;;,‘s) q\)(l) | | Min(p.q) ( | ‘ )
oud(n+1, p, q) estladimension dél,1(p, g), donnée explicitementpatl(n+1, p,q) = (n+p+q) x
%W. En utilisant les notations précédentes, les résultats principaux de cette Note s’énoncent
comme suit.

THEOREME 1. —Soit n > 1. Ecrivons Q,(t,r) = Q,(t, [w], [0]) avec r = d([w], [#]) |e hoyau de la
chaleur associé au Laplacien de Fubini-Sudy sur |’ espace projectif complexe P (C), ol r est la distance
de Fubini-Sudy. Alors, pour tout ¢ > 0, le noyau Q, (¢, r) admet les représentations suivantes :

. 1 I4n—1! _ .
M Qut.r)=— d "2+ n)(lzi‘) g #1U+n p(n=10 (o5 2). (%)
10 '

gt 7/2 _d(cosu) 1 d
(i) Qult,r) = o (— 1 d

2n—2gntl [ Jcofr —cofu \ Sinudu
o0

ot la fonction ©,,1(¢, u) est donnéepar : ©,1(t, u) = 332, e 4 0+1/2% cog 2l + n)u.

> [®n+1(t,u)}, O<r<g, (%)

Avant de donner une esquisse de la preuve du théoréme ci-dessus, on mentionne la remarque suivante :

Remarque 1. — Le développement du noyau de la chal@y«r, r) surP”"(C) donné ci-dessus dans (i)
du théoréme donne en effet la forme explicite du développement établi, en terme de fonctions zonales, par
([1], Remarque 2.1, p. 270) du noyau de la chaleur de I'espace projectif confifjléXevu comme espace
homogénesU (n + 1)/S(U (n) x U(1)).

En particulier, pour = 1, le développement du noyax (z, ) donné par (i) sutP(C), dsés) coincide
avec celui du noyau de la chaleur sur la sph@re %ds,%s) établi par Fisher et al. [5].
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2. Méthode de démonstration du Théoréme 1

Preuve de (i) Pour commencer, rappelons tout d’abord que I'on a la fibration de I&Ei'pbl'sgarp —
(821 dsZ,) > (P"(C), dsg).

Alors I'application* définie parr* f = f o w permet d'identifier 'espaceA(P"(C), du) (i.e., I'es-
pace des fonctions de carré intégrable par rapport a la mesure de Fubini-gt(dy)dsur P"(C)) a
lespace 13(S%*1,do) constitué par les fonctions de?(s?*+1, do) qui sont homogenes de degré 0,
i.e. L3(S2*1 do) = {f e L2(8%'*1,do): f(A-w) = f(w), X €S, we S+ et en utilisant la décom-
position hilbertienne de (5%, do) = @, ,>0 Hu+1(p, ¢), on peut établir facilement que I'espace
L§(5>"*1, dw) admet la décomposition hilbertienne suivantg¢S2"*+*, dw) = @ > Ha+1(p, p). Main-
tenant revenons a I'équation de la chaleur associée au Laplagien,. Comme on ar* o Apr(c) =
Aga+1o*, il résulte de ce qui précéde que le probléme de la chaleur (Lpdr Ap ¢y est unitairement

équivalent, viar*/+/2, a celui de la chaleur associé au Laplacteq.+1 de la sphérg? 1 agissant sur

I'espace 15(S"*1, dw). Mais sachant que pourtohij{’ 9 (w, ) dansH,11(p, ¢) on a

Agaiihld (@.®) = —(p+ ) (p +q + 20h0] (. @),
on en déduit queASzmhffjr’f)(w, @) =—4p(p + n)hffif)(w, @). Il en résulte que le noyau de la chaleur
On41(1, , 0) assOCié & g1 avec données initiales dand(s2*+1, dw) est donné par 0,11 (t, ,6) =
> p>0€ “"1’(1”+’1)G(’7 ”)(w 6), ou G,ﬂ’jrf)(w 6) est le noyau reproduisant de I'espaég.1(p, p). Alors,
en utilisant la formule de Koorwinder et la formule de la dimension Hig1(p, p) donnée dans
I'introduction, on voit que le noyaa}ffif)(w, ) prend la forme simple suwante(}ffif)(w, 0)=2p+
n) (Z;’E;?!PIS"_l’O)(Zl(w,9)|2 — 1. Il résulte que le noya@n+1(t,w,9) s'écrit explicitement sous la
forme :

~ I+n-20"! _ ) 1 (n— 2
Oni1(t, ®,0) = 2n"+1 Z(zz+ )7e 4l (i4m) p(n=1.0 (2](.0)]? - 1).
>0

Maintenant, pour obtenir le développement (i) donné dans le théoréme pour le noyau de la chaleur
Qn(t,r) sur I'espace projectif complexe, il suffit d’'une part de remarquer que la quaniséa|? —
intervenant dang, +1(z, w, 0) est égale a c@d ([w], [0])) oud([w], [#]) est la distance de Fubini-Study
sur P"(C) donnée pal([w], [0]) = arccos|(w, 8)|) et d’autre part, en utilisant l'inverser*//27)~1
on obtient la formule £) de Q,(z,r) donnée dans (i) du Théoreme X0;(¢,r) = ni 2120(21 + n) x
(l+n (I4+n=1)! —4tl(l+n)P(’l 10)(C032)

Pour la preuve de (i) du Théoréme 1, nous établissons pour les polynbmes de Jacobi du type

PI(” 10 (cos 2) intervenants dans le développement@g, r) donné par (i) du Théoreme 1, la formule
de représentation intégrale réelle suivante :

FORMULE INTEGRALE FONDAMENTALE 1.—Soit n > 1, et soit P,(”_l’o)(cosz) le polynéme de
Jacobi de degré!. Alors, pour 0 < r < %, on alaformule de représentation intégrale suivante :

/2 _ n—1 H
P[(n_l’o)(COSZf)z Al d(cosu) (_ 1 d) (Sln(Zl—i-n)u). ()

2 2x(l+n-1"), Jco2r—co2u sinu du sinu
Preuve de (i) du Théoréme 1. —En remplacant les polyndbmes de Jacdll‘ﬂi“_l’o)(cos% par leur

représentation intégrale donnée ci-dessus dans I'expressigh @er) décrite dans (i) du Théoréme 1,
on obtient :

On(t,r)

1 72 —dcosw) (1 d\"*!
S22t [ Jco@r —cofu \ Sinu du
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1 —4tl(I+n) :
—_— E 2] 2] sin(2/ .
><sinu[l>0 (@& +n)sin +n)u

Pour finir on utilise le fait qu&2! + n) sin(2l 4+ n)u = —% cog2 + n)u et 'on a la formule §x) :

On(t r)—il ™% —d(cosu) _ 1 E "
P =2yt [ Jeo@r —cofu \ Sinu du

Ceci termine I'esquisse de la preuve du Théoréme 1.
La preuve de la Formule Intégrale Fondamentale est basée sur les trois lemmes suivants :

S e 4104 6og 2l 4
120

LEMME 1. —-Soient o, B, [ desentiers positifs. Alors on a |’ identité suivante:

(g+a+p)!

I .
G+ B! Urat P D} petihy,

l
Y @g+a+p+D) B

q=0

(a,8) _
Pq x)=

LEMME 2. —Pour tout complexe § et tout entier [ positif, on a |’ identité suivante :

! . .
1 sin6 —Du  sin(2l + 8 + Du
co Nu=-|-— .
Z S2q +d)u 2( sinu + sinu
q=0
LEMME 3.—-Soient L I'opérateur différentiel donné par L = —ﬁd%, m >0 et L™ |'opérateur
composéde L, m foisi.e, L" =LoLo---oL.Alorsona: L™ (Sh) — Q.

Preuve de la Formule Integrale Fondamentale. — On procéde par récurrence suen utilisant les trois
lemmes précédents. En effet, paue 1, I'identité donnée par la Formule Intégrale Fondamentale se réduit
a la représentation intégrale de Dirichlet-Murphy pour les polynémes de Leg&ntres2-) (cf. [6,

p. 235]) :
p 2 2 /2 1
4(cos )_;/r \/co§r—co§u(

Pourn =2, on applique le Lemme 1 avec= =0 etl'ona :Z;ZO(Zq +DP(x)=(+ 1)P,(l’°) x). 1l
s’ensuit qu’en combinant les deux relations précédentes on peut exp?lf?n%(cos 2) sous la forme :

7/2 1 l
1+ 1P cos2 :3/ e 1) si Du | d
(+DPTRC0sH) == | e qZ:O(Zq+ )sin2g + Du | du

2 [7/2 1 d !
_° S R (N E 29 +1 du.
T /r Jco2r — cou < du) <q_0003 q + )u) u

Mais en utilisant le Lemme 2 avéc= 1, on obtient :

/2 .
(1.0) _ 1 1 _d)\ [sin2 +2)u
(+DE(cosd) = b4 /r v/co2r —cofu ( du) ( sinu du,

sin(2qg + 1)14) du.

qu’on peut réécrire sous la forme :

/2 _ .
(l+1)Pl(l’0)(cosz):% d(cosu) < 1 d)(M)

»  JCo2r —coPu \ Sinudu sinu
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Donc la formule intégrale fondamentale est vérifiée poar2. Supposons qu’on ait établi la formule au
rangn :
(q+n—1! 1 ("2 _d(cosu) < 1 d >"—1<sin(2q +n)u)

P19 (cos2) = :
q! ( )= =2 VcoZr —cofu \ Sinu du sinu
En utilisant a nouveau le Lemme 1 avee: n—1etB =0, onobtient:

C+m! o 1 (72  —d(cosu) 1 d\"*!
———Pp" 2)= -
Al g (C0SZ) 2n—2g J/Cco@r — co2u sinu du

X (s":: [Z(Zq + n)sin(2q + n)u})

1 (™2 _d(cosu) 1 d\"[<
=— — — cog2 .
2n=2x J, vco§r—co§u< sinu du) qz_‘; S2q +nu
En appliquant le Lemme 2 podr=n, on obtient :

(I +n)!

T ——P" 9 (cos2)

1 7/2 _d(cosu) _ 1 d\"/ sin(a—Du JrS|n(21+n+1)u
-l [ Jco@r —cofu \ Sinu du sinu sinu

etcommeona:
1 i " /sin(n — Du (1 E -1 sin(n — 1u
sinu du sinu T\ sinudu sinu

on applique le Lemme 3 et on obtient le résultat, i.e.,

(I +n)! P<” 0 (cos2) — 1 7/2 _d(cosu) (_ _1 i)" <S|n(21 +n+ 1)u>
Al 2=1g [ J/coRr —coRu \ Sinudu sinu
La représentation intégrale==*) donnée par la formule intégrale fondamentale a lieu pourtout
Esquisse de la preuve des lemmes. — Pour le Lemme 1, on procéde par récurrencel sem utilisant la
formule suivante [6, p. 213)( + 8+ 21+ 1) PP (x) = (@ + B+1+ 1) PP (x) — (B +1) PP (x).
Pour le Lemme 2, on remplace ¢@g + §)u par 3(¢2+9 4 e~121+du) et en utilisant la formule de la
série géométrique on obtient le Lemme 2.
Enfin, le Lemme 3 est vrai poun =0 etm = 1 et pourm > 2 il suffit de remarquer quégl‘% est
exactement le polynéme de Gegenbaﬂ’%r_l(co&t) de degrén — 1 voir [6, p. 218] et en faisant le

changement de variabte= cosu onvoit queL = — gt & = 4 etque L™ () — ()" (Cl | (x)) =
0.
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