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Résumé SoientM une variété Riemannienne compadieun fibré vectoriel Riemannien s et
% le sous-fibré unitaire d&€. On détermine des plongementsdelansE dont on prescrit
des courbures de Gauss de divers typear citer cet article: A. Hanani, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. |1 335 (2002) 927-930.
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Hypersurfaces of a Riemannian vector bundle with prescribed
Gaussian curvature

Abstract Let M be a compact Riemannian manifol,a Riemannian vector bundle @i andX the
sphere subbundle @ . We look for embeddings df into E admitting prescribed Gaussian
curvatures of various type%o cite thisarticle: A. Hanani, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. |
335 (2002) 927-930.
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1. Notations

Dans cette Note, on désigne paf, g) une variété Riemannienne compacte sans bord, de dimension
n > 1, etparV la connexion de Levi-Civita deM, g). Soient(E, g) un fibré vectoriel Riemannien sif
derangn > 2, X le fibré unitaire correspondarii,. le fibré E privé de la section nulle, & une connexion
métrique SurE, g).

SoientU un ouvert deM muni de COOFdOﬂnéQSi)lgign, & = % et Ffj les symboles de Christoffel
deV : Vge; = Ffjsk. Soit (So)n+1<a<n+m UN repere de sections de au-dessus d&. = désignant la
projection deE surM, si& € n~H(U) etx = 7 (£), on écrité = y¥sq (x) ; (x°, y%)i.« €stalors un systeme

de coordonnées sar—1(U). Notonsl“fa les symboles de Christoffel dé définis parve, s, = Ffas,g. Le

relevement horizontal; dee; est donné pae; = ;2 — “Ffaa)i,ﬂ. Siey = d)ia {ei, eq)iq €St UN repére

mobile tangent & ~1(U). On définit surE une métrique Riemannien&en posant
Gei,ej)=g(ei,e;), Gleq,ep) =g(ex,ep), Glei,eq) =0,
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ou on identifie tout vecteur vertical & un point BeCette définition précise la dépendancezienV.
Sur la variétéE, on dispose alors de la connexidn de Sasaki [7] dans laquelle, pour des raisons
techniques, sont effectués les calculs. On a

Deiej:[‘ll‘jek, Deieazl"l’»gae,g, D, e; = De,eg =0.

D est compatible ave6 ; sa torsion est non nulle et dépend de la courbure def. [7].

Une hypersurface dg, est dite convexe si sa seconde forme fondamentale est définie.

Enfin, u, étant égal a 0 ou 1 selon que la direction a est verticale ou horizontale,Gi°(E,), on note
Dau = €% D,u, |D’u|? = DyuD%u, |Du|? = DauD®u, Dgpu = €Petio)i D,y et

Ni(w) = de{(§/ + DiuD/u—Dlu), ;. ],

Na(u) = det (85 + DouDPu — Dgu)m@ﬁgﬁm_l}.

2. Probléme de la courbure de Gauss verticale prescrite

Soit Y un plongement radial d& danskE,, i.e. une application d& danskE, du type& — &g, ou
u € C*(X) est une fonction inconnue qu’on prolongéta en la maintenant radialement constante. On
identifie ) et son image)/(X) C E.. Six € M etsi& € Y, = E, N Y, la courbure de Gauss verticale de
Y au point¢ est la courbure de Gauss &mle la fibre)), considérée comme hypersurfacefe Il s’agit
de déterminer un plongemepitde ¥ dansk, admettant une courbure de Gauss verticale prescrite égale
a K, fonction C° donnée surE,. Ceci revient a résoudre st I'équation du type de Monge—Ampére
dégénérée suivante :

No(u) = (1+ | DVuf?) "V 2em=Du g (). @)

Dans le cadre euclidien, i.e. quai est réduite & un point, Oliker [6] a résolu la question sous la
condition qu'il existe deux réelg etrp telsque O<rp <1< rp et

K@E) > IEIY™ siflgl <, K@) < [EIT™  sifgll > )

jointe a I'hypotheése de monotonicité

m—1
w <0 pourtout € X. 3)
dp
Ces conditions ont été simplifiées dans Delanoé [2]. Dans [1], Caffarelli, Nirenberg et Spruck ont étudié
des hypersurfaces d&" dontils prescrivent certaines relations entre les courbures principales.

Dans le cadre des fibrés envisagés ici, des méthodes différentes de celles des auteurs précités s'imposent.
En effet, dans I'équation (1) n’interviennent que les dérivées covariantes verticale€dei complique
radicalement I'obtention des estimées a priori. Celles-ci ne sont pas requises pour prouver notre premier
résultat. Quant au second, il s’agit d’un résultat d’existence crucial pour traiter le cas général.

THEOREME 1. —Soit K € C*°(E,) unefonction > 0 constante sur chaquefibrede E.. Il existealorsun

grapheradial ) a courbure de Gauss verticale égale a K. Le graphe ) est convexe si et seulement s K est
constante.
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THEOREME 2. —Soient f € C*°(X) une fonction partout strictement positive et A unréel > 0. Il existe
une unique solution u € C*°(X) des équations suivantes:

Ni(u) =1,

(4)
No(u) = €7 £ (&) (1+ DouDu) " 72
tellequelesmatrices (Gop + Dot Dgit — Dogtt) n1<a, p<n+m—1 €t (Gﬁj =Gjj+ DiuDju— Djju)igi j<n
soient définies positives; une telle solution est dite admissible. S le gradient horizontal de f est
identiquement nul, il en est de méme de celui de u.

Démonstration. — Pour prouver I'unicité, I'admissibilité de la solution et la nullité de la composante
horizontale de son gradient dans le cas ou la composante horizontale du gradigrdstiaulle, on
applique le principe du maximum. Pour établir I'existence, on utilise la méthode de continuité dans le
cadre fonctionnel € [3]. On note® I'hypersurfacgu € C*°(X) | N1(u) = 1} et, siu € O,

Tu((a):{wec‘”(z)} > G’ff(zD,»uD,-w—Dijw)zo}.
1<i, j<n

Pourr € [0, 1], on considére la famille d’équations
Na(u) =e [ £&)(1+ |Du?) "3 (4-1)

Remarquons que 0 est solution @— 0) et donc I'ensembld” dest € [0, 1] pour lesquels I'équation
(4 — ) admet une solution daré8 est non vide. Ensuite, on considere la fonctionnElle® x [0, 1] —
C>(X) définie par

T(u, 1) = l0g[Na(u)] + ru — tlog[ £ () (1+ | DVul?) " D72,

I" est & et on montre, en usant du théoréme de point fixe de Nagumo [5], que sa différentielle par rapport &
u € ®, opérateur linéaire dg,(®) dans C°(X), est inversible. Il découle alors du théoréme des fonctions
implicites de Nash et Moser [4] quUE est un ouvert d¢0, 1]. On prouve ensuite qug est fermé en
établissant, pour tout > 0, une estimée Tdes solutions éventuelles dé — ), indépendante de.
Lestimée @ se déduit du principe du maximum ; les autres estimées sont obtenues par récurrence en
appliquant le principe du maximum a des fonctionnelles qui dépendent d’une norme des dérivée& d’ordre
gu’on cherche a majorer et de quantités déja estimées.

THEOREME 3. —Soit K € C®°(E,) une fonction > 0 vérifiant I’ hypothése de croissance (2). Il existe
alorsun grapheradial ) sur X, de classe C*, dont la courbure de Gauss verticale est donnée par K et tel
query < [|§]] < r2 pour tout & € ).

Démonstration. —Pourt € [0, 1] et w € C*°(X), on poseH (¢, w) = u;, oU u,; € C*°(X) est l'unique
solution admissible de

Niu) =1,
No(u) =€ [emwK(ewS)y(l—{- |D”u‘2)(m+l)/2,

Soit B une partie bornée de°@(X). Le Théoréme 2 implique I'existence dg ainsi que celle d'une
suite de réels positif€’, tels quellu;|lcx(xy < Cr quel que soit(z, w) € [0,1] x B. Il en découle que
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H est compact. D’autre part, du fait qu#(0, -) = 0, I'existence d’un point fixe dé7 (1, -), solution de
I'équation (1), revient d’apres le théoréme de Nagumo [5], & montrefgaeC> (%) : H (¢, u) = u, pour
unt € [0, 1]} est borné dans (). Lhypothése (2) donne I'estimée’CLes estimées d’ordre supérieur
sont obtenues en opérant comme au Théoréme 2.

3. Courbure de Gauss prescrite et convexité

Soitu € C*°(X) une fonction inconnue qu’on prolongeka en la maintenant radialement constante. La
courbure de Gauss du graphe ragialé € ¥ — ¢ &)¢ est donnée par

G[Y©)] == (14 1Dul?) """ V2 det (1 — 1a)8L + (1 — pta — o) DauDPu — Dou).

La solution donnée au Théoreme 3 n’est pas forcément convexe. A cet égard, on a les résultats suivants.
La preuve du premier utilise le principe du maximum et I'expression précédente de la courbure de Gauss

d'un graphe radial. On établit le second en utilisant une version simplifiée des Théorémes 2 et 3 qui permet

d’appliquer un argument de point fixe sur un domaine borné*E) ; on peut aussi résoudre d’abord

une équation de Monge—-Ampere dégénérée par la méthode de continuité, puis user d’'un procédé itératif.

THEOREME 4. —Soit K € C*(E,) unefonctionpositive. S K est partout strictement positive, il n’ existe
pas de graphe radial sur %, de classe C?, & courbure de Gauss égale & K. Sil existe une fonction
u € C*(%) a gradient horizontal nul telle que K (€'®)&) = 0 pour tout £ € X, il existe alors un graphe
radial Y sur ¥ a courbure de Gauss donnée par K et dont le gradient horizontal de la courbure de Gauss
verticale est identiquement nul.

THEOREME 5. — (i) Soit K € C®°(E,) une fonction partout strictement positive. On fait I’ hypothése
qu'il existe deux réelsri et ro , 0 < r1 < ro, telsque

minK (r§) > r)f™ et maxK (r2§) < (r)™".

On suppose auss que la composante horizontale du gradient de K est nulle sur I’ensemble {¢ € E; r1 <
I€]l < r2}. |l existe alors un graphe radial convexe )) sur X a courbure de Gauss identiquement nulle
et dont la courbure de Gauss verticale est égale & K. Le graphe ) est delaforme £ € = — ¢/©)¢, ou
u € C*(X) est une fonction a gradient horizontal identiquement nul avec r1 < € < ro.

(i) Réciproguement, soit ) un graphe radial sur = dela forme & — &®)¢, oll u € C*(X) est telle
query < € <rp. 9 ) est convexe, la courbure de Gauss de ) et les gradients horizontaux de u et de la
courbure de Gauss verticale de Y sont identiquement nuls.
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