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Résumé On définit un champ aléatoire dépendant de deux paramètresα et β par l’intégration
fractionnaire d’un bruit blanc gaussien. Une base d’ondelettes est employée pour en
produire une décomposition dans l’espace L2(R2), premièrement selon une analyse de
multirésolution, puis en employant une base produit tensoriel de deux bases de L2(R).
Le but de cette Note est de produire un algorithme de simulation du drap brownien
fractionnaire : on démontre la convergence presque sûre, uniforme sur tout compact du
plan, de la seconde décomposition et on donne la vitesse de cette convergence.Pour citer
cet article : A. Ayache et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002) 1063–1068.
 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Wavelets conquering the fractional Brownian field

Abstract A random field depending on two parametersα andβ is defined by a fractional integration
with respect to the white noise field. A wavelet basis is used to produce a decomposition
of it in the space L2(R2). The aim of this paper is to produce a simulation algorithm of
the fractional Brownian field: the almost convergence, uniform on any compact set, of this
decomposition is proved. Finally, the rate of this convergence is determined.To cite this
article: A. Ayache et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 335 (2002) 1063–1068.
 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

This work uses a wavelet basis to produce a decomposition of a anisotropic fractional Brownian field
(W

α,β
s,t , (s, t) ∈ R

2+). Such a decomposition converges almost everywhere, uniformly when(s, t) belongs to
a compact setK in (R2+):

lim
N→∞,M→∞ sup

(s,t)∈K

∣∣∣∣ ∑
j∈Z2, |j |�N, k∈Z2, |k|�M

β
s,t
j,kεI −W

α,β
s,t

∣∣∣∣ = 0,

whereI = (j, k) is an index inZ4, εI a white Gaussian noise andβs,t
I = a

s,α
j1,k1

a
t,β
j2,k2

the wavelet coefficients

of the kernelK̂α,β
s,t .
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Moreover, the rate of this convergence is controlled; letK = K1 ×K2, with Ki = {(j, k) ∈ Z
2, |k| � M

and|j | � N or, if j � 0, |2j s − k| � L}. Then,

sup
(s,t)∈K

∣∣∣∣∑
I∈K

β
s,t
I εI −W

α,β
s,t

∣∣∣∣ = O
(
2−NηN

√
logN

)
O

(
L−1) + O

(√
logM

M

)
+ O

(
2−Nη

√
logN

)
,

whereη = inf(α,1− α,β,1− β). WhenL =N, M = 2[N/γ ] with γ > 2 sup(1, α
1−β

,
β

1−α
), the indices set

K cardinal is aboutN222[N/γ ], and this choice yields a good compromise between the rate of convergence
and the algorithm complexity: then, for fixed(s, t), the rate is betweenn−1 andn−α∧β.

1. Introduction

L’objectif est de décomposer le drap brownien fractionnaire défini comme double intégrale fractionnaire
d’un bruit blanc [6] et indexé par deux paramètresα et β sur des bases d’ondelettes à des fins de
représentation – non seulement dans L2 – mais aussi de façon presque sûre pour obtenir un algorithme
de simulation. On considère, entre autres, deux représentations du DBF : harmonisable et en moyenne
mobile,α etβ étant les exposants de Hölder horizontaux et verticaux, à valeurs dans]0,1[.

Définissons sur(R+)2 le drap brownien fractionnaire par une moyenne mobile non anticipative (cf. par
exemple [4] ou [5]) :

W
α,β
s,t = B(fα · fβ) =

∫
R2

fα(s, u)fβ(t, v)dBu,v, (s, t) ∈ (
R

+)2
, (1)

oùfα(s, u) = (s − u)
α−1/2
+ − (−u)

α−1/2
+ , fβ(t, v) = (t − v)

β−1/2
+ − (−v)

β−1/2
+ et (α,β) ∈ ]0,1[2 sont tels

que, pour tout(s, t) ∈ (R+)2, fα(s, ·)fβ (t, ·) ∈ L2(R2). On peut remarquer quefα etfβ sont les intégrands
d’un mouvement brownien fractionnaire classique (aux constantes près) de paramètres respectifsα etβ .

Puis rappelons la représentation harmonisable du drap brownien fractionnaire introduite dans [1]. La
relation

∫
R2 f̂ (ξ, η)dB̂(ξ, η) = ∫

R2 f (x, y)dB(x, y), montre que le champ gaussien{Ŵα,β
s,t , (s, t, α,β) ∈

[0,L] × [0,K] × [a, b] × [c, d]} défini par

Ŵ
α,β
s,t =

∫
R2

(
eisξ − 1

iξ |ξ |α−1/2

)(
eitη − 1

iη|η|β−1/2

)
dB̂(ξ, η), (2)

est une modification du champ{Wα,β
s,t , (s, t, α,β) ∈ [0,L] × [0,K] × [a, b] × [c, d]} défini en (1) à une

fonction déterministe de(α,β) de classe C∞ multiplicative près. Les champsW et Ŵ sont donc identifiés.

2. Décomposition dansL2

Ici de fait, on considère le drap brownien fractionnaire défini, via la représentation harmonisable, comme

intégrale du noyaûKα,β
s,t : (u, v) �→ eisu−1

iu|u|α−1/2
eitv−1

iv|v|β−1/2 , transformée de Fourier, à une constante près, du
noyaufα(s, ·)fβ (t, ·). Il y a plusieurs manières de représenter ce noyau sur une base d’ondelettes de
L2(R2). En voici deux, qui s’appuient sur le fait que L2(R2)= L2(R)⊗ L2(R) comme produit tensoriel.

2.1. Une première décomposition

On prend la base d’ondelettes de Lemarié–Meyer [8] avecφ l’ondelette père etψ l’ondelette mère
dans L2(R), base orthonormée de L2(R) définie par :{φ(· − l), l ∈ Z; ψj,k : x �→ 2j/2ψ

(
2j x − k

)
, j ∈ N,

k ∈ Z} en choisissant correctementφ et ψ. L’analyse multirésolution correspondante est la suite de sous
espaces vectoriels(vj ,wj ), j ∈ N, liés par la récurrence des sommes directes :vj+1 = vj ⊕ wj . Pour
tout j ∈ Z, {ψj,k, k ∈ Z} est une base orthonormée dewj . On peut lire dans Meyer [8] qu’on obtient
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alors une analyse multirésolution de L2(R2) par produit tensoriel :Vj = vj ⊗ vj , et par conséquent,
on a encore une récurrence de sommes directes :Vj+1 = Vj ⊕ Wj , et l’on vérifie sans problème que

Wj = vj ⊗wj ⊕wj ⊗ vj ⊕wj ⊗wj . La projection du noyaûKα,β
s,t dans cette analyse multirésolution est

donnée surV0 par
∑

l1,l2
c
s,α
l1

c
t,β
l2

φ(· − l1)φ(· − l2), où c
s,α
l = ∫ eisu−1

|u|α+1/2φ(u− l)du, puis sur lesWj par la
somme des trois termes suivants :∑

k∈Z2

c
s,α
j,k1

b
t,β
j,k2

φj,k1ψj,k2 +
∑
k∈Z2

b
s,α
j,k1

c
t,β
j,k2

ψj,k1φj,k2 +
∑
k∈Z2

b
s,α
j,k1

b
t,β
j,k2

ψj,k1ψj,k2, (3)

oùφj,k : x �→ 2j/2φ(2j x − k), c
s,α
j,k = ∫

fα(s, u)φj,k(u)du, et bs,αj,k = ∫
fβ(t, u)ψj,k(u)du.

La convergence de la série représentant le noyau ayant lieu dans L2(R2) on peut intégrer terme à
terme cette série contre le drap bruit blanc dB on obtient :Wα,β

s,t = ∑
I γ

α,β,s,t
I εI où l’on a notéεI =∫

χI (u, v)dBu,v, où χI est selon les casφ0,kφ0,l , φj,k1ψj,k2 , ψj,k1φj,k2, l’indice I étant respectivement
pour ces quatre familles(0, k, l), (1, j, k1, k2), (2, j, k1, k2), (3, j, k1, k2), les coefficients d’ondelettes
γ
α,β,s,t
I correspondant aux quatre familles étantc

s,α
k c

t,β
l , c

s,α
j,k1

b
t,β
j,k2

, b
s,α
j,k1

c
t,β
j,k2

, b
s,α
j,k1

b
t,β
j,k2

. L’avantage de
cette décompositon est de mettre en évidence séparément les phénomènes haute et basse fréquence.

2.2. Une deuxième décomposition

On peut obtenir une autre décomposition du drap brownien fractionnaire en utilisant le fait que L2(R) =⊕
j∈Z

wj1, chaquewj admettant la base orthonormée{ψj,k, k ∈ Z}, et définir L2(R2) par produit tensoriel :

L2(R2) = ⊕
j∈Z2 wj1 ⊗ wj2, donc de base orthonormée{ψj1,k1ψj2,k2, j ∈ Z

2, k ∈ Z
2}. Comme dans la

première décomposition, le noyau admet une décomposition convergente dans L2 :

K̂
α,β
s,t (u, v) =

∑
j∈Z2, k∈Z2

b
s,α
j1,k1

b
t,β
j2,k2

ψj1,k1(u)ψj2,k2(v).

L’intégration de cette série contre le drap bruit blanc dB donne pour le drap brownien fractionnaire l’égalité
dans L2()) (εj,k = ∫

ψj1,k1(u)ψj2,k2(v)dBu,v) :

W
α,β
s,t =

∑
j∈Z2, k∈Z2

b
s,α
j1,k1

b
t,β
j2,k2

εj,k.

Ici encore la famille(εj,k, j ∈ Z
2, k ∈ Z

2) est un bruit blanc gaussien. On verra dans la Section 3 que l’on
obtient la convergence presque sûre de cette représentation, mais on a perdu la propriété de multirésolution.

2.3. Décomposition sur la base orthonormale transformée de Fourier de la précédente

La base de la deuxième décomposition est une base orthonormée d’ondelettes de L2(R2). Son image par
la transformée de Fourier{ψ̂j1,k1ψ̂j2,k2, j ∈ Z

2, k ∈ Z
2} est aussi une base orthonormée de L2(R2) [3,8].

Sur cette nouvelle base, on obtient pour le noyauK̂
α,β
s,t (transformée de Fourier defαfβ ) les coefficients∫∫

eisu − 1

iu|u|α−1/2

eitv − 1

iv|v|β−1/2 ψ̂j1,k1(u)ψ̂j2,k2(v)dudv, j ∈ Z
2, k ∈ Z

2,

c’est à dire le produitas,αj1,k1
a
t,β
j2,k2

avecas,αj,k = ∫ eisu−1
iu|u|α−1/2 ψ̂j,k(u)du et ψ̂j,k(t) = 2−j/2e−it2−jkψ̂(t2−j ).

Remarque. – On utilise comme mère des ondelettes une fonctionψ de classe C∞ dont la transformée de
Fourier est à support dans[−8π/3,−2π/3] ∪ [2π/3,8π/3].

En conclusion, on peut représenter aussiW
α,β
s,t par la série convergente dans L2 :∑

j∈Z2, k∈Z2

a
s,α
j1,k1

a
t,β
j2,k2

εj,k (4)
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où εj,k = ∫
ψ̂j1,k1(u)ψ̂j2,k2 dBu,v définit un bruit blanc gaussien. C’est cette décomposition dont on va

montrer qu’elle converge également presque sûrement, donc convient pour une simulation.

3. Convergence presque sûre et simulation

Dans l’objectif d’une simulation, cette représentation ne vaut que si la série proposée converge presque
sûrement. Nous utilisons dans ce but la décomposition (4), exprimée sur la base orthonormée des
transformées de Fourier. On évalue la vitesse de convergence pour avoir une idée de la performance de
l’approximation de cette simulation par la somme sur l’ensemble fini d’indices dansZ

4 : K =K1 ×K2, où
Ki = {(j, k) ∈ Z

2, |k| � M et |j | � N ou, sij � 0, |2j s − k| � L}. On montre :

PROPOSITION 1. – (1)Pour tout compactK deR
2+, on a la convergence presque sûre:

lim
N→∞,M→∞ sup

(s,t)∈K

∣∣∣∣ ∑
j∈Z2, |j |�N, k∈Z2, |k|�M

β
s,t
j,kεI −W

α,β
s,t

∣∣∣∣ = 0, (5)

(2) On approche maintenantWα,β
s,t par

∑
I∈K β

s,t
I εI et il vient pour tout compactK deR

2+ :

sup
(s,t)∈K

∣∣∣∣∑
I∈K

β
s,t
I εI −W

α,β
s,t

∣∣∣∣ = O
(
2−NηN

√
logN

)
O

(
L−1) + O

(√
logM

M2

)
+ O

(
2−Nη

√
logN

)
, (6)

où η = inf(α,1 − α,β,1 − β), εI un bruit blanc gaussien etβs,t
I les coefficients d’ondelettes du noyau

K̂
α,β
s,t , I = (j, k) est un indice dansZ4, εI un bruit blanc gaussien etβs,t

I = a
s,α
j1,k1

a
t,β
j2,k2

les coefficients

d’ondelettes du noyaûKα,β
s,t .

Les outils de la preuve sont le contrôle respectivement du bruit blanc (Lemme 1) et des coefficients
(Lemmes 2 et 3). Le premier se montre comme le Lemme 3 de [7], le second est la majoration (96) de la
Proposition 4.1 de [2]. Le troisième, dont nous n’avons pas a priori de référence parue, se montre en faisant
un changement de variable dans l’intégrale définissant le coefficient d’ondelette, suivi dep intégrations par
parties.

LEMME 1. – Si I = (j, k), j ∈ Z
2, k ∈ Z

2, ∀ε > 0, il existe une variable aléatoireC strictement
positive telle que toute famille de bruit blanc gaussien indexée par{I, I ∈ Z

4} vérifie presque sûrement:

∀I, ∣∣εI (ω)∣∣ �C(ω)
√

1+ ε
∏
i=1,2

√
log

(
e+ |ji |

)√
log

(
e+ |ki|

)
.

On étudie maintenant les coefficientsγ α,β,s,t
I , I ∈ Z

4, égaux aux produitsaα,sj1,k1
a
β,t
j2,k2

, lorsque I =
(j1, k1, j2, k2), et l’on rappelle queaα,sj,k = ∫ ( eisu−1

iu|u|α−1/2

)
2−j/2 e−iuk2−j

ψ̂
(
u2−j

)
du.

LEMME 2. – Pour toutp > 0, il existe une constanteA telle que pour toutj � 0, pour tout entier
relatif k, pour touts dans un compact, alors:∣∣aα,sj,k

∣∣ � A2−jα
[(

1+ ∣∣2j s − k
∣∣)−p + (

1+ |k|)−p]
.

LEMME 3. – Il existe une constanteB > 0 telle que∀j > 0, ∀k ∈ Z, ∀p > 1, pour tout s dans un
compact, alors ∣∣aα,s−j,k

∣∣ �B 2−j (1−α)
(
1+ |k|)−p

.

Preuve de la Proposition1. – (1) (d’après le Théorème 2 de [7]) La somme surZ
4 dont on veut montrer

la convergence presque sûre est majorée, grâce au Lemme 1 par le produit de deux séries de même nature :
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∣∣∣∣∑
I∈Z4

β
s,t
I εI (ω)

∣∣∣∣
� C(ω)

∑
(j,k)∈Z2

∣∣aα,sj,k

∣∣√log
(
e+ |j |) log

(
e+ |k|) ·

∑
(j,k)∈Z2

∣∣aβ,tj,k

∣∣√log
(
e+ |j |) log

(
e+ |k|).

(i) La convergence de ces séries résulte pour lesj � 0 du Lemme 2 où l’on choisitp = 2 : le terme
général est majoré par

A2−jα
(
1+ ∣∣2j s − k

∣∣)−2√log(e+ j)

√
log

(
e+ |k|)

+K2−jα
√

log(e+ j)
(
1+ |k|)−2

√
log

(
e+ |k|). (7)

La deuxième série double est le produit de deux séries convergentes indépendamment des ∈ [0, T ]. Il suffit
de montrer le résultat pour dess et t tels que∀j, 2j s,2j t ∈ Z, puique les dyadiques forment un ensemble
dense. Pour la première, on effectue le changement d’indice de sommationl = k − 2j s ; le terme général
est majoré par :

A2−jα
√

log(e+ j)
(
1+ |l|)−2

√
log

(
e+ ∣∣l + 2j s

∣∣)
� A2−jα

√
log(e+ j)

(
1+ |l|)−2(√

log
(
e+ |l|) +

√
log

(
e+ 2j s

) )
.

La première série est le produit de deux séries convergentes indépendamment des. La seconde, lorsque
s ∈ [0, T ], est majorée par le produit de deux séries également convergentes indépendamment des.

(ii) Pour les termes en(−j, k), j > 0, k ∈ Z, on utilise le Lemme 3 : le terme général est majoré par
B2−j (1−α)

√
log(e+ |j |)√C(ω)(1 + |k|)−p

√
log(e+ |k|). La série double est le produit de deux séries

convergentes indépendamment des.

(2) Le reste est majoré par la somme de plusieurs termes :

C(ω)

[ ∑
(j,k)∈Kc

1

∣∣aα,sj,k

∣∣√log
(
e+ |j |) log

(
e+ |k|)D(t,β)

+
∑

(j,k)∈Kc
2

∣∣aβ,tj,k

∣∣√log
(
e+ |j |) log

(
e+ |k|)D(s,α)

]
,

oùD(t,β) est la somme
∑

(j,k)∈Z2 |aβ,tj,k |
√

log(e+ |j |) log(e+ |k|).
On majore le facteur deD en divisant l’ensemble de sommation du reste en trois :{|k| > M} ∪ {j <

−N} ∪ {j > N, |2j s − k|>L}. Il existe une variable aléatoire strictement positiveD telle que la première
somme de ce reste est majorée par :

D(ω)
∑
j�0

(
2−jα + 2−j (1−α)

)√
log(e+ j)

∑
|k|>M

√
log

(
e+ |k|)(1+ |k|)−p

,

de l’ordre de l’intégrale convergente
∫ ∞
M (

√
log(y)/yp)dy = O(

√
logM/Mp−1). On choisit icip = 3.

La deuxième somme est majorée par :
∑

j<−N 2j (1−α)
√

log(e− j)
∑

k

√
log(e+ |k|)(1 + |k|)−2, de

l’ordre de l’intégrale
∫ ∞
N

2−x(1−α)
√

log(x)dx = O(2−N(1−α)
√

logN).

Enfin, la troisième somme de ce reste nécessite un peu plus de travail car la majoration des coefficients
a
α,s
j,k fait intervenir un facteur où figurent à la foisj et k :

2−jα
[(

1+ ∣∣2j s − k
∣∣)−2 + (

1+ |k|)−2]√log(e+ j).

La deuxième partie de cette majoration donne lieu au reste de la série analogue au terme ci-dessus avecα

au lieu de 1− α, soit un reste en O(2−Nα
√

logN).
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La première partie se majore par :D(ω)
∑

j>N, |2j s−k|>L 2−jα
√

log(e+ j)
√

log(e+ |k|)(1 + |2j s −
k|)−2. Là encore, on ne considère que less dyadiques. Plus précisément, puisque l’objectif est la simulation,
on peut se contenter dess de la forme(k+ l)2−j , j � N : cela est suffisant pour une simulation. On effectue
alors le changement d’indice de sommationl = 2j s − k, d’où la majoration∑

j>N, l>L

2−jα
√

log(e+ j)
(
1+ |l|)−2

√
log

(
e+ |l + 2j s|).

On peut montrer rapidement que siL > s−12−N,
√

log(e+ |l + 2j s|) �
√

log(e+ |l|) + √
log(e+ 2j s).

Il vient donc deux sommes à majorer :
(a) D(ω)

∑
j>N, l>L 2−jα

√
log(e+ |j |)(1+ |l|)−2√log(e+ |l|),

(b) D(ω)
∑

j>N, l>L 2−jα
√

log(e+ j)(1+ |l|)−2
√

log(e+ 2j s).

La somme (a) est le produit de deux restes et c’est donc un O(
√

logN × 2−αN)× O(
√

logL/L).
La somme (b) est de l’ordre du produit des restes des deux intégrales :∫ ∞

N

2−xα
√

log(x)
√

log
(
2xs

)
dx ×

∫ ∞

L

dx

x2 .

Le premier facteur est un O(N
√

logN2−Nα) et le second est un O(L−1).
Globalement, les erreurs dominantes ont pour ordres de grandeur :

O

(√
logM

M2

)
+ O

(
2−Nη

√
logN

) + O
(
N

√
logN2−Nα

)
O

(
L−1). ✷

Une remarque pour conclure : si l’on choisitL= N, M = 2[N/γ ] avecγ > 2 sup
(
1, α

1−β
,

β
1−α

)
, l’effectif

deK, nombre de calculs à opérer est de l’ordre deN2 · 22[N/γ ], ce qui donne un bon compromis entre la
vitesse de convergence et la complexité de l’algorithme : c’est à dire que pour(s, t) fixés, la vitesse de
convergence est d’un ordre situé entren−1 etn−α∧β.

Enfin, un corollaire intéressant de cette décomposition est de pouvoir montrer sur cette forme
décomposée du drap brownien fractionnaire la régularité :

l’application définie sur]0,1[2 par (α,β) �→ W
α,β
s,t est de classeC∞.

En effet, pour touts, t, tj1, tj2, tk1, tk2 fixés, l’application(α,β) �→ a
α,s
j1,k1

a
β,t
j2,k2

est de classe C∞

comme intégrale de fonctions C∞ respectivement enα et β, denième dérivéeeisu−1
|u|α+1/2 (− log|u|)n2−j/2 ×

e−i2−j kuψ̂(2−ju) uniformément majorée quandα ∈ [ε,1− ε] par une fonction intégrable. Ces coefficients
dérivés se majorent comme l’ont été les coefficients d’ondelettes en sorte de prouver la convergence
uniforme de la série dérivée.
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