C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 1003-1006

Equations différentiellesOrdinary Differential Equations

Suites de Godbillon—\Vey et intégrales premieres

Guy Casale

Laboratoire E.Picard Université Paul Sabatier, 118, route de Narbonne, 31062 Toulouse cedex 4, France

Recu et accepté le 22 octobre 2002

Note présentée par Bernard Malgrange.

Résumé Nous montrons qu’une 1-forme sur un corps différentiel de caractéristique nulle admet une
intégrale premiére d’'un type de transcendance particulier (appellé Riccati) si et seulement
si cette forme admet une suite de Godbillon—Vey de longueur 3 sur ce Borp<citer cet
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Godbillon—Vey sequences and first integrals

Abstract We prove that a 1-form on a zero characteristic differential field admits a first integral with
a special type of transcendance (Riccati type) if and only if it admits a Godbillon—Vey
sequence of length 3 on this fieltb cite this article: G. Casale, C. R. Acad. Sci. Paris,

Ser. | 335 (2002) 1003-1006.
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0. Notation

M est un corps différentiel de caractéristique nulle, de dérivatians ., 9; qui commutent et sont
linéairement indépendantes. Le dual Mumodule des dérivations sefa}, le M-module des 1-formes
différentielles deM. Soit K une extension différentielle d# ; nous noteron®% = K @y Q3.

1. Introduction

Une suite de Godbillon—Vey sut pour une 1-formev est une suite de 1-formes, wo, ..., wy, ...
appartenant éz}< telle que :
do =w A w1,
do1 =w A w2,
n
n
dw, = o A wp41 + kz:l (k) Wk N Wp—f+1.

Remarquel.1 (voir [1]). —
— Siw admet une suite de Godbillon—Vey alors elle est intégrable dw = 0).
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— Réciproquement g est intégrable alors pour toute dérivatifirtelle quew (X) = 1, la suite définie
parwi1 = Lyw etw;+1 = Lxw; est une suite de Godb|llon—Vey pawr
— Siw admet une suite de Godbillon—Vey, ..., . alors la suitev; + ar . , %wn, ...estune

f £
suite de Godbillon—\Vey pour la formgw.
Nous regarderons les formes admettant une suite de longueur finie (une suite est dite de lprgjueur
w; =0 pouri > p).
PROPOSITION 1.2. — Etant donnée une équation aux dérivées partledJGSJr T J/n +--4+1w=0
avecy; dansQ}, si cette équation admet une solutiGrdans une extension dlfferentlelle fleet siG est
transcendante suk alors lesy; forment une suite de Godbillon—\Vey pgut

Démonstration. +'existence d’une solution implique que

0= ddG — ZGl(dyz Z J/p/\)/q—i-l)'

!
prg=i plq

Si cette solution est transcendante, nous obtenons une suite de Godbillon-Vey de longukur
pouryp. O

Plus précisement, nous nous intéresserons au formnadmettant des suites de Godbillon—\Vey de
longueur 2 ou 3. Une intégrale premiereqlest un élémentl d’'une extension différentielle d¥ vérifiant
dH Aw=0.

DEFINITION 1.3. - Une extension différentielle sera dite Liouvillienne si elle est obtenue par une suite
d’extensions du typ& C K (G) avecG algébrique ou transcendant vérifiartt e Gy1 + yo avecys etyo
dansQl . Les éléments d’'une telle extension seront dit Liouvillien.

Les relations entre I'existence d’'une suite de Godbillon—Vey de longueur finie et I'existence d’une
intégrale premiére d'un type de transcendance particulier ont été étudiées par M. Singer dans [2] ou il
montre :

THEOREME 1.4. — Un formew dansQ}w admet une suite de Godbillon—Vey de longu2sur M si et
seulement si elle admet une intégrale premiére Liouvillienne.

Dans sa thése [3], F. Touzet donne une preuve plus élémentaire de ce théoréme due a J.P. Rollin. Nous
nous proposons de redémontrer dans un premier temps ce théoréme en utilisant la Proposition 1.2 puis
d’étendre ce résultat aux suites de longueur 3 :

DEFINITION 1.5.—Une extension différentielle sera dite de type Riccati si elle est obtenue par une suite
d’extensions du typ& C K(G) avecG algébrique ou transcendant tel que ¢ %zyz + Gy1+ yo avec
¥2, Y1 etyo dansQ}(. Les éléments d’'une telle extension seront dit de type Riccati.

THEOREME 1.6. — Une formew dansQlM admet une suite de Godbillon—Vey de longu@sur M si et
seulement si elle admet une intégrale premiére de type Riccati.

2. Une nouvelle preuve du théoréme de M. Singer

LEMME 2.1. — Soientw € Q}W M C K C K1 telle queK soit algébrique suiK. Siw admet une suite
de Godbillon—Vey de longuedrsur K alors elle en admet une s .

Démonstration. -Soit K1 la cloture normale d&. En faisant agir un élément e GaI(IZ/K) sur les
relations de la suite de Godbillon—-Vey , nous obtenons :

do =w A o(w1),
o (dw1) = d(a (wl)) =0.
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La moyenne deg (w1) pour tous less dans Ga(llﬁ/l() nous fournit une suite de Godbillon—-Vey de
longueur2dan¥X. 0O

LEMME 2.2.— Soientw € 9%4 et K(G) une extension d&€ D M par G vérifiantdG = Gy1 + yo. Siw
admet une suite de Godbillon—Vey de longu2aur K (G) alors elle en admet une suf.

Démonstration. -Nous pouvons supposer qug est transcendante sif et écrirew; sous la forme
N(G)/D(G) avecN € Q}<[X] et D € K[X]. Nous allons distinguer deux cas suivant que le degr® de
soit positif ou nul.

1-le degré deD est positif.

Le Lemme 2.1 nous permet de supposer que le ckrpsntient une racing de D. Nous nous plagons
en cette racine en faisant le changement d’incorfiiue G — g. Comme

dH =Hy1+gy1+yo—dg=Hy1+ o,
la transcendance d€ sur K assure queyp, y1 forment une suite de Godbillon—\ey. La forme est une
expression rationnelle ed et en effectuant la division suivant les puissances croissantes nous obtenons
w1 = p_y + -+ avecn > 0 ete; € QL.

L'équation dv = w A w1 implique que @ = w A ag etw A a—, =0 et I'équation &1 = 0 implique que
a—, Ayo=0 et drvg+ a1 Ayo=0. Siyp est non nulle, nous en déduisons guest un multiple de donc
la suite de Godbillon—Vey suk dejp en fournit une pouw. Si g est nulle g convient.

2-le degré deD est nul.

Dans ce casp1 = G"a, + - - - + ap. Léquation dv = o A w1 implique quew A o, = 0 donc gu'il existe
F € K telle quea, = Fw. L'équation dv; = 0 implique que d, + ra, A y1 = 0. Un multiple dew admet
une suite de Godbillon—Vey s de longueur 2, il en est donc de méme peur O

Preuve du Théorémk4. — Soit H une intégrale premiere dedans un corp& extension Liouvillienne
de M. Par définition il existeF dansk tel que df = Fo d'oll to = w A 95, w1 = 9 est une suite de
Godbillon—Vey de longueur 2 s pourw. Par récurrence sur la longueur de I'extension, le Lemme 2.2,
nous permets de trouver une suite de Godbillon-Vey de longueur 2/stRéciproquement, a partir
d’'une suite de Godbillon—Vew, w1 de longueur 2 on construit une intégrale premiéresden résolvant

successivement les équations ¢ Fwj puisdd = Fo. O

3. Suite de Godbillon—-Vey de longueur 3

LEMME 3.1. - Soientw € Q3, et K une extension dé/. Si elle admet une suite de Godbillon-Vey de
longueur3 sur K alors, parmi toutes ses suites de Godbillon—Vey, elle en admet une de ladotmaew;
avecw; € Q1.

Démonstration. -Soientn; etnz dansQ}< vérifiant :

do =w A n1,
dn1=w A n2,
dinz =n1 A n2.

Prenons une dérivatiol sur M vérifiantw(X) = 1 et posonsv; = Lyw. Il faut ensuite construire;.
Comme(w1 — n1) Aw =0, il existe F € K telle quew; = n1 + Fw. En prenant la différentielle on a
dw1 =w A (n2 — dF + Fw1). La formew, est donc de la formg, — dF + Fwi + Gw pour un certairG
dansK. Il faut déterminer l&G tel que la troisiéeme équation soit satisfaite. En calculant

w2 — w1 Aw2=d(Gw) + FAd(Fw) + G dw,

on obtientG = —%Fz doncwy =12 —dF + Fw1 — %zw convient. O
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LEMME 3.2.-Soientw € Q}w M C K C K1 telle queK soit algébrique suK. Siw admet une suite
de longueu sur K1 alors elle en admet une s

Démonstration. e Lemme 3.1 nous permet de supposer guyes 9}4 Maintenant la preuve est
la méme que celle du Lemme 2.1. Sdiy la cloture normale deKi. En faisant agir un élément
o € Gal(K1/K) sur les relations de la suite, nous obtenons :

do=wAo(w1) =wA w1,
dw1 =do(w1) =w A o (w2),
do (w2) =0 (w1) A o (w2) = w1 A o(w2).

La moyenne de# (w2) pour tous less dans Ga(lﬂ/K) nous fournit une suite de Godbillon—Vey de
longueur3dank. 0O

LEMME 3.3.—Soientw € Q,lw et K (G) une extension d& > M par G vérifiantdG = %zszrGleryo
avecy», y1 etyo dansQ}<. Siw admet une suite de longueBisur K (G), alors elle en admet une sif.

Démonstration. -Grace aux lemmes précédents, nous pouvons Supposér gsigtranscendante S,
w1 € QY wr=N(G)/D(G) avecN ¢ Q}([X] et D € K[X], et que les racines d@ se trouvent dank .
Nous distinguerons les deux mémes cas que précédement.

1-le degré de& est non nul.

A un changement de variable prés nous pouvons supposer qu’'aprés division suivant les puissances
croissantesy = %ﬁ_n +---avecp; € Q}< etn > 0. L'équation @1 = w A w2 impliquew A B_, =0, il
existe dond € K telle quef_, = Fw.

Si yp est non nulle, I'équationaoh = w1 A w2 impliqueyp A B—, = 0. La formew est un multiple deg
et on obtient une suite de Godbillon—\Vey de longueur 3 poarpartir de celle deyp.

Si yo est nulle, I'équation @2 = w1 A wp implique B_,, — nB_,;, A y1 = w1 A B—,. En remplagang_,
par Fw dans cette expression on obtieat g w A (g—g + %), c’est-a-dire une suite de Godbillon—Vey de
longueur 2 dang .

2-le degré deD est nul

Dans ce casn = G" B, + - - - + Bo. L'équation dvy = w A w2 impliquew A 8, = 0. Siy, est non nulle,
I'équation dvy = w1 A w2 implique y2 A B = 0. La formew est un multiple de~ et on a ainsi une suite
pourw. Siys est nulle, I'équation @z = w1 A wp implique A3, + 7B, A y1 = w1 A B,-. En remplagang, par
Fw dans cette expression on obtient une suite de Godbillon—Vey de longuewr=2 wh (g—ﬁ - %). m]

Preuve du Théoréme.6. —Soit H une intégrale premiére de dans un corp¥k, extension de type
riccati deM. |l existe une suite de Godbillon—Vey de longueur 2 powgur K. En utilisant le Lemme 3.3,
par récurrence, nous obtenons une suite de Godbillon—\Vey de longueuri3. daversement, a partir
d’une suite de Godbillon—Vey de longueur 3 $rw, w1, w2, 0N construit une intégrale premiere den

résolvant @ = %2w2 + Gwy + w puis OF = F(w1 + 2w) et dH = Fo.
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