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Résumé

On calcule les facteurs de transfert qui relient les intégrales de Kloosterman absolues et les intégrales de Kloosterman relatives
à une extension quadratique.Pour citer cet article : H. Jacquet, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

We compute the transfer factors which relate absolute Klosterman integrals and Kloosterman integrals relative to a quadratic
extension.To cite this article: H. Jacquet, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

1. Enoncé du résultat

On complète les résultats de [1] dont on reprend les notations. SoientE/F une extension de corps locaux
non-archimédiens etη :F× → {±1} le caractère quadratique correspondant. On notex �→ x̄ l’élément non-trivial
du groupe de Galois. Soitψ un caractère additif non trivial deF et r � 1 un entier. SoitNr le groupe des
matrices trigonales strictes dans GL(r,F ) et Ar(F ) l’ensemble des matrices diagonales dansM(r × r,F ). Soit
θ :Nr(F )→ C× le caractère défini parθ(n)=ψ(

∑
ni,i+1). Ainsi (n1, n2) �→ θ(n1n2) est un caractère du groupe

produitNr(F )×Nr(F ). On fait opérer le groupeNr(F )×Nr(F ) surM(r × r,F ) par :g �→ t n1gn2. Si g est une
matricer × r on désigne par∆i(g) le déterminant de la sous-matrice formée desi premières lignes eti premières
colonnes deg. Les fonctions∆i sont des invariants de l’action. SiΦ est une fonction lisse à support compact sur
M(r × r,F ) etg ∈M(r × r,F ) on définit les intégrales de Kloosterman :

Ω(Φ,ψ : g)=
∫
Φ
(
t n1gn2

)
θ(n1n2)dn1 dn2;
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l’intégrale est prise sur le quotient du produitNr(F )×Nr(F ) par le stabilisateur deg dans le produit ; l’élément
g estpertinent, c’est-à-dire queθ(n1n2) est trivial sur le stabilisateur deg. Si g est pertinent et∆r(g) = 0 alors
∆r−1(g) �= 0. En particulier, poura ∈ Ar(F ), a = diag(a1, a2, . . . , ar ), a est pertinent lorsquea1a2 · · ·ar−1 �= 0 ;
alors on écrit aussi :

Ω(Φ,ψ : a1, a2, . . . , ar)=
∫

Nr (F )×Nr(F )
Φ
(
t n1an2

)
θ(n1n2)dn1 dn2.

On définitσr :Ar(F )→ F par

σr
(
diag(a1, a2, . . . , ar)

)= a1(a1a2) · · · (a1a2 · · ·ar−1)

et on pose

Ω̃(Φ,ψ : a)= ∣∣σr(a)∣∣FΩ(Φ,ψ : a).
De même, soitH(r×r,E/F) l’espace des matrices hermitiennes dansM(r×r,E). Soitn �→ θ(nn̄) le caractère

du groupeNr(E) défini parθ(nn) = ψ(
∑
ni,i+1 + n̄i,i+1). Le groupeNr(E) opère parg �→ t n̄gn. SoitΨ une

fonction lisse à support compact surH(r × r,E/F). On définit les integrales de Kloosterman relatives :

Ω(Ψ,E/F,ψ : g)=
∫
Ψ
(
t ngn

)
θ(nn)dn;

l’intégrale est prise sur le quotient deNr(E) par le stabilisateur deg ; l’élementg est pertinent, c’est-à-dire que
θ(nn) est trivial sur le stabilisateur deg.

Pourm entier, on désigne parwm la matrice de permutationm×m dont les éléments anti-diagonaux sont 1.
Les éléments de la forme

g =


wm1a1 0 · · · 0

0 wm2a2 · · · 0
. . .

0 0 · · · wmj aj

 (1)

avecm1 + m2 + · · · +mj = r, a1, a2, . . . , aj ∈ F , ∆r(g) �= 0 ou∆r−1(g) �= 0, forment un sytème commun de
représentants pour les deux ensembles d’orbites pertinentes.

On pose aussi

Ω̃(Ψ,E/F,ψ : a)= η
(
σr(a)

)∣∣σr(a)∣∣FΩ(Ψ,E/F,ψ : a).
On écritΦ

ψ↔ Ψ et on dit queΦ correspond àΨ parψ si Ω̃(Φ,ψ : a)= Ω̃(Ψ,E/F,ψ : a) pour touta pertinent
dansAr(F ). On a prouvé que toutΦ correspond à unΨ et réciproquement [1,2].

Théorème 1.1. Pour g de la forme (1) il existe un facteur de transfert γ (g,ψ) tel que si Φ
ψ↔ Ψ alors

Ω(Φ,ψ : g)= γ (g,ψ)Ω(Ψ,E/F,ψ : g).

Ceci est trivial pourr = 1. On peut donc supposer cette assertion établie pourr ′ < r. Si g est diagonal, on a
déjaγ (g,ψ)= η(σr−1(g)) ; en particulierγ (g,ψ)= 1 si r = 1. Supposons queg soit de la forme

g =
(
wa 0
0 w′a′

)
(2)

avecwa relevant dans GL(n,F ) ∩ H(n × n,E/F), w′a′ relevant dansM(m × m,F) ∩ H(m × m,E/F) et
r = n+m. Si g est diagonal, c’est-à-dire siw = 1 etw′ = 1, alors

γ (g,ψ)= γ (a,ψ)γ (a′,ψ)η(deta)m. (3)
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On introduit des intégrales orbitales partielles. SoitUn,m le radical unipotent du sous groupe parabolique standard
de type(n,m). On pose :

Ω

[
Φ,ψ :

(
An 0
0 Bm

)]
=

∫
Un,m(F )×Un,m(F )

Φ

[
t u2

(
An 0
0 Bm

)
u1

]
θ(u1u2)du1 du2.

On peut définir les intégrales orbitales de cette fonction pour l’action de(Nn(F )×Nn(F))×Nm(F)×Nm(F). En
particulier, pourg de la forme (2), l’intégrale orbitale évaluée sur le couple(wa,w′a′) n’est autre queΩ(Φ,ψ : g).
Des considérations analogues s’appliquent à

Ω

[
Ψ,E/F,ψ :

(
An 0
0 Bm

)]
=

∫
Un,m(E)

Ψ

[
tu

(
An 0
0 Bm

)
u

]
θ(uu)du.

Il résulte de (3) que la fonction

(An,Bm) �→Ω

[
Φ,ψ :

(
An 0
0 Bm

)]
sur GL(n,F )×M(m×m,F) correspond parψ à la fonction

(An,Bm) �→ η
(
det(An)

)m
Ω

[
Ψ,E/F,ψ :

(
An 0
0 Bm

)]
sur(GL(n,E)∩H(n× n,E/F))×H(m×m,E/F). Par l’hypothèse de récurrence, cela implique l’existence du
facteurγ (g,ψ) avec

γ (g,ψ)= γ (wa,ψ)γ (w′a′,ψ)η
(
det(wa)

)m
.

Pour le cas deg =wra on utilise une formule élémentaire. On définit des transformées de Fourier :

Φ̌(x)=
∫

M(r×r,F )
Φ(y)ψ

(−Tr(ywrxrwr)
)
dy,

Ψ̌ (x)=
∫

H(r×r,E/F )
Ψ (y)ψ

(−Tr(ywrxrwr)
)
dy.

Alors [2] :

|a|m2−1Ω(Φ,ψ :wra)=
∫
Ω

[
Φ̌, ψ̄ :

(−wm−1a
−1 0

0 b

)]
db (4)

et on a une formule correspondante pourΨ . CommeΦ̌
ψ̄↔ c(E/F,ψ)r(r−1)/2Ψ̌ , ouc(E/F,ψ) est la constante de

Weil, on en déduit l’existence du facteurγ (wra,ψ) avec :

γ (wra,ψ)= γ (−wr−1a
−1, ψ̄)c(E/F,ψ)r(r−1)/2η

(
det(−wr−1a

−1)
)
.

On aγ (w1a,ψ)= 1. Rappelons que

c(E/F,ψ)2 = η(−1), c(E/F,ψ)c(E/F, ψ̄)= 1.

On peut calculerγ (wra,ψ) par récurrence. Ses 8 premières valeures sont

1, c(E/F,ψ)η(−a), η(a), 1, η(−1), c(E/F,ψ)η(−a), η(−a), 1.

De plus γ (w9a,ψ) = 1. Comme les facteursc(E/F,ψ)r(r−1)/2 et η(det(−wr−1a
−1)) sont des fonctions

périodiques der de période 8, on en conclut queγ (wra,ψ), vu comme fonction der, est périodique de période 8.
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2. Densité des intégrales diagonales

Théorème 2.1. Si les intégrales orbitales diagonales de Φ s’annulent, alors toutes les intégrales orbitales de Φ
s’annulent.

Comme plus haut on procède par récurrence surr. Il suffit donc de prouver queΩ(Φ,ψ :wra)= 0. Rappelons
la formule d’inversion [2]

Ω̃(Φ̌,ψ : a1, a2, . . . , ar)

=
∫
Ω̃(Φ,ψ : p1,p2, . . . , pr )ψ

(
−
i=r∑
i=1

piar+1−i +
i=r−1∑
i=1

1

piar−i

)
dpr dpr−1 · · · dp1. (5)

Elle montre que les intégrales orbitales diagonales deΦ̌ sont nulles. Il en est donc de même de l’intégrale

Ω

[
Φ̌,ψ :

(−wm−1a
−1 0

0 b

)]
.

La conclusion suit de la formule (4). Un résultat analogue s’applique aux intégrales orbitales relatives.

Remarque 1. Les résultats précédents sont déjà dans [3]. Toutefois, pour simplifier, dans [3], on avait traité
seulement le cas d’une extension non-ramifiée de caractéristique 0. En tout cas, les démonstrations présentées
ici sont plus simples.
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