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Résumé

Dans un article précédent, nous avions prouvé que tout unitaire multiplicatif commutatif est un multiple de l’u
multiplicatif associé à un groupe localement compact. Dans cette Note nous donnons une démonstration plus sim
résultat, qui constitue une généralisation d’un théorème de Weil.Pour citer cet article : S. Baaj, G. Skandalis, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

In a previous article, we proved that every commutative multiplicative unitary is a multiple of the multiplicative u
associated to a locally compact group. In the present Note we give a simpler proof of this generalization of a theorem
To cite this article: S. Baaj, G. Skandalis, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

Abridged English version

In this Note we give a simpler proof of the following Weil-type theorem (cf. [3,2]):

Theorem 0.1 (cf. [1, Théorème 2.1]).Let H be a separable Hilbert space andV ∈ L(H ⊗ H) a commutative
multiplicative unitary. There exists a locally compact groupG and a separable Hilbert spaceK such thatV is
isomorphic toVG ⊗ 1K⊗K .

Let us recall some notation which appears in this theorem:
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doi:10.1016/S1631-073X(03)00034-7
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– Forξ ∈H , one definesθξ ∈ L(H,H ⊗H) by the formulaθξ (η)= η⊗ ξ .
– ForT ∈L(H ⊗H) andω ∈ L(H)∗, one defines(ω⊗ id)(T ) ∈L(H) by setting〈η, (ω⊗ id)(T )ξ〉 = ω(θ∗

η T θξ ).

Define T12, T13, T23 ∈ L(H ⊗ H ⊗ H) by puttingT12 = T ⊗ 1H , T23 = 1H ⊗ T and T13 = Σ23T12Σ23 =
Σ12T23Σ12 whereΣ ∈L(H ⊗H) is the flip: (Σ(ξ ⊗ η)= η⊗ ξ ).

– A unitaryV ∈ L(H ⊗H) is said to bemultiplicativeif it satisfies the pentagon relation

V12V13V23 = V23V12. (1)

– LetV be a multiplicative unitary. Forω ∈ L(H)∗, let L(ω) ∈ L(H) denote the operator(ω ⊗ id)(V ). Define
A(V ) ⊂ L(H) to be the set{L(ω); ω ∈ L(H)∗}. Let ω1,ω2 ∈ L(H)∗ and defineω ∈ L(H)∗ to be the map
x �→ (ω1 ⊗ω2)(V

∗(1⊗ x)V ). By (1), we haveL(ω1)L(ω2)= L(ω), whenceA(V ) is a sub-algebra ofL(H).
Let SV be the sub-C∗-algebra ofL(H) generated byA(V ).

– LetV be a multiplicative unitary. The following are equivalent:
(i) the algebraA(V ) is commutative;
(ii) theC∗-algebraSV is commutative;
(iii) we haveV23V13 = V13V23.

Indeed, (ii) ⇒ (i) is clear. If (i) holds, then for allω1,ω2 ∈ L(H)∗ we have(ω1 ⊗ ω2 ⊗ id)(V13V23) =
L(ω1)L(ω2) = L(ω2)L(ω1) = (ω1 ⊗ ω2 ⊗ id)(V23V13) whence (iii). If (iii) holds, thenV23V13 = V13V23 and
V ∗

23V13 = V13V
∗
23. Applying (ω1 ⊗ ω2 ⊗ id) to these equalities, we deduce (ii).

When these conditions are satisfied,V is said to becommutative.

– Let V ∈ L(H ⊗ H) and W ∈ L(K ⊗ K) be multiplicative unitaries. Define the multiplicative unita
V ⊗W = V13W24 ∈ L((H ⊗K)⊗ (H ⊗K)).

We say thatV andW areisomorphicif there exists a unitaryu ∈ L(H,K) such thatW(u⊗ u)= (u⊗ u)V .

– LetG be a locally compact group; denote bym a right Haar measure onG. The operatorrVG ∈ L(L2(G,m)⊗
L2(G,m)) defined by(VGξ)(x, y)= ξ(xy, y) (for ξ ∈ L2(G,m)⊗L2(G,m)= L2(G×G,m⊗m), x, y ∈G)
is a commutative multiplicative unitary.

Let us now begin the proof of Theorem 0.1.
Let H be a separable Hilbert space andV ∈ L(H ⊗H) a commutative multiplicative unitary. Denote byG the

spectrum of the commutative sub-C∗-algebraSV of L(H) generated byA(V ). The spaceG is locally compact.
The inclusionSV ⊂ L(H) is a faithful representationπ :C0(G) → L(H). We thus find a map� :L(H)∗ →

C0(G) defined byπ ◦ �= L.
For g ∈ G, the mapω �→ �(ω)(g) is an element of the dual ofL(H)∗. Therefore, there existsτg ∈ L(H) such

that�(ω)(g)= ω(τg). As ‖�(ω)‖∞ = ‖L(ω)‖ � ‖ω‖, we find‖τg‖ � 1.
Denote byG̃ = G ∪ {∞} the one point compactification ofG and setτ∞ = 0. As �(ω) is the mapg �→ ω(τg),

the mapg �→ τg is a homeomorphism from the compact spaceG̃ onto its imageT ⊂ L(H) endowed with the
ultraweak topologyσ(L(H),L(H)∗).

SinceH is separable andπ :C0(G) → L(H) is a nondegenerate representation, there exists a measure
(Y, ν), a measurable maph :Y → G and a unitaryu :L2(Y, ν) → H such that, forf ∈ C0(G) andξ ∈ L2(Y, ν),
we haveu∗π(f )u(ξ)= (f ◦ h)ξ .

Lemma 0.2. IdentifyH ⊗ L2(Y, ν) with the spaceL2(Y, ν,H) of (classes of) square integrable functions onY
with values inH . For all ξ ∈L2(Y, ν,H), we have(for almost ally ∈ Y ) ((1⊗ u∗)V (1⊗ u)ξ)(y)= τh(y)(ξ(y)).
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Proof. We just have to prove this forξ = α ⊗ η with α ∈ H andη ∈ L2(Y, ν). Let β ∈ H andζ ∈ L2(Y, ν). We
have 〈

β ⊗ ζ, (1⊗ u∗)V (1⊗ u)(α ⊗ η)
〉 = 〈

ζ,
(
�(ωβ,α) ◦ h)

η
〉
.

But �(ωβ,α) is the functiong �→ ωβ,α(τg), hence�(ωβ,α) ◦ h is the functiony �→ ωβ,α(τh(y)). Therefore〈
β ⊗ ζ, (1⊗ u∗)V (1⊗ u)(α ⊗ η)

〉 = ∫
Y

ζ(y)
〈
β, τh(y)(α)

〉
η(y)dν(y),

and the lemma follows. ✷
Letµ denote a measure onG whose class is the image byh (of a finite measure in the class) ofν.
SinceV is unitary,τg is µ-almost everywhere unitary (by Lemma 0.2). Denote byD the set ofg ∈ G such

that τg is unitary. AsH is separable, the unitary group is a Borel subset ofL(H) (for the ultraweak topology)
ThereforeD is a Borel subset ofG. Its complement has zeroµ-measure and, as the representationπ is faithful,D
is dense inG.

Letω1,ω2 ∈L(H)∗ and defineω ∈L(H)∗ to be the mapx �→ (ω1⊗ω2)(V
∗(1⊗x)V ). We haveL(ω1)L(ω2)=

L(ω), whence�(ω1)�(ω2)= �(ω). In other words, for allg ∈G,

(ω1 ⊗ω2)(τg ⊗ τg)= ω(τg)= (ω1 ⊗ω2)
(
V ∗(1⊗ τg)V

)
,

thereforeτg ⊗ τg = V ∗(1⊗ τg)V . Applyingω⊗ id to the equalityV (τg ⊗ τg)= (1⊗ τg)V , we find

L(τgω)τg = τgL(ω). (2)

If g ∈D, it follows thatτgSV τ ∗
g = SV , thus there exists an automorphismαg of C0(G) satisfying

π
(
αg(f )

) = τgπ(f )τ
∗
g (3)

for all f ∈ C0(G). Forf = �(ω), we findαg(�(ω)) = �(τgω). Forh ∈ G, the mapf �→ α−1
g (f )(h) is a character

so that there existsk ∈ G satisfyingα−1
g (f )(h) = f (k). For f = �(ω), we find �(τ ∗

g ω)(h) = �(ω)(k), whence
ω(τhτ

∗
g )= ω(τk). It follows that{τg; g ∈D} is a sub-group of the unitary group ofH .

Let x ∈ T . We have proved that forg ∈ D, we havexτg ∈ T . It follows that xy ∈ T for all x, y ∈ T , since
{τg; g ∈ D} ∪ {0} is ultraweakly dense inT , the mapy �→ xy is ultraweakly continuous, andT is ultraweakly
compact whence closed.

Forg,h ∈ G̃, let gh ∈ G̃ be the element satisfyingτgh = τgτh.
Let g ∈G. Denote byαg the endomorphism ofC0(G) given by(

αg(f )
)
(h)= f (hg). (4)

We have(αg(�(ω)))(h)= ω(τhτg)= (�(τgω))(h), whenceαg(�(ω)) = �(τgω). By formula (2),
(

0 0
τg 0

)
commutes

with the normal operator
(
π(f ) 0

0 π(αg(f ))

)
for f = �(ω) ∈ C0(G). But every operator which commutes with a norm

operator, commutes with its adjoint. Therefore
(

0 0
τg 0

)
commutes with

(
π(f ) 0

0 π(αg(f ))

)
for all f ∈ C0(G); in other

wordsτg intertwinesπ andπ ◦ αg .
The spectral measure ofπ is µ, whereas the spectral measure ofπ ◦ αg is αg(µ). If g /∈D, the measureαg(µ)

is carried byDg which is disjoint fromD, whenceτg = 0. It follows thatG=D.
However, on the unitary group, the product is ultraweakly continuous, whenceG is a locally compact group.
Finally by formulæ (3) and (4), the pair(π, τ ) is a covariant representation for the action ofG on C0(G) by

right translations. Hence, it is a representation ofC0(G)� G � K. Therefore, there exist a Hilbert spaceK and a
unitaryv ∈ L(H,L2(G,m)⊗K) such thatvπ(f )v∗ =Mf ⊗ 1, where, forf ∈ C0(G), Mf ∈ L(L2(G,m)) is the
operator of multiplication byf andvτgv∗ = ρg ⊗ 1 whereρg ∈ L(L2(G,m)) is the operator of right translatio
by g. It follows that(v ⊗ v)V (v∗ ⊗ v∗) is the operator(VG)13 (acting onL2(G,m)⊗K ⊗L2(G,m)⊗K). ✷
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1. Introduction

Dans cette Note nous donnons une démonstration plus simple de l’analogue suivant du théorème de
[3,2]) :

Théorème 1.1 (cf. [1, Théorème 2.1]).SoientH un espace hilbertien séparable etV ∈ L(H ⊗ H) un unitaire
multiplicatif commutatif. Il existe un groupe localement compactG et un espace hilbertien séparableK tels queV
soit isomorphe àVG ⊗ 1K⊗K .

Rappelons rapidement quelques notations qui interviennent dans ce théorème :

– Pourξ ∈H , on définitθξ ∈ L(H,H ⊗H) par la formuleθξ (η)= η⊗ ξ .
– PourT ∈L(H ⊗H) etω ∈L(H)∗, on définit(ω⊗ id)(T ) ∈ L(H) en posant〈η, (ω⊗ id)(T )ξ〉 = ω(θ∗

η T θξ ).

On définitT12, T13, T23 ∈ L(H ⊗ H ⊗ H) en posantT12 = T ⊗ 1H , T23 = 1H ⊗ T et T13 = Σ23T12Σ23 =
Σ12T23Σ12 oùΣ ∈L(H ⊗H) est la volte (Σ(ξ ⊗ η)= η⊗ ξ ).

– Un unitaireV ∈L(H ⊗H) est ditmultiplicatif s’il satisfait la relation pentagonale

V12V13V23 = V23V12. (1)

– Soit V un unitaire multiplicatif. Pourω ∈ L(H)∗, on noteL(ω) ∈ L(H) l’opérateur(ω ⊗ id)(V ). Notons
A(V ) ⊂ L(H) l’ensemble{L(ω); ω ∈ L(H)∗}. Soientω1,ω2 ∈ L(H)∗ et notonsω ∈ L(H)∗ l’application
x �→ (ω1 ⊗ ω2)(V

∗(1 ⊗ x)V ). Par (1), on aL(ω1)L(ω2) = L(ω), doncA(V ) est une sous-algèbre deL(H).
On noteSV la sous-C∗-algèbre deL(H) engendrée parA(V ).

– SoitV un unitaire multiplicatif. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) l’algèbreA(V ) est commutative ;
(ii) la C∗-algèbreSV est commutative ;
(iii) on a V23V13 = V13V23.

En effet, (ii) ⇒ (i) est clair. Si (i) est vrai, alors pour toutω1,ω2 ∈ L(H)∗ on a (ω1 ⊗ ω2 ⊗ id)(V13V23) =
L(ω1)L(ω2) = L(ω2)L(ω1) = (ω1 ⊗ ω2 ⊗ id)(V23V13), d’où (iii). Si (iii) est satisfait, alorsV23V13 = V13V23 et
V ∗

23V13 = V13V
∗
23. Appliquant(ω1 ⊗ ω2 ⊗ id) à ces égalités, on en déduit (ii).

Si ces conditions sont satisfaites, on dit queV estcommutatif.

– SoientV ∈ L(H ⊗ H) et W ∈ L(K ⊗ K) des unitaires multiplicatifs. On définit l’unitaire multiplicat
V ⊗W = V13W24 ∈ L((H ⊗K)⊗ (H ⊗K)).

On dit queV etW sontisomorphess’il existe un opérateur unitaireu ∈ L(H,K) tel queW(u⊗u) = (u⊗u)V .

– SoitG un groupe localement compact ; notonsm une mesure de Haar à droite. L’opérateurVG ∈ L(L2(G,m)⊗
L2(G,m)) défini par(VGξ)(x, y)= ξ(xy, y) (pourξ ∈L2(G,m)⊗L2(G,m)= L2(G×G,m⊗m), x, y ∈G)
est un unitaire multiplicatif commutatif.

2. Preuve du théorème

Passons à présent à la démonstration du théorème.
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SoientH un espace hilbertien séparable etV ∈ L(H ⊗ H) un unitaire multiplicatif commutatif. NotonsG le
spectre de la sous-C∗-algèbre commutativeSV deL(H) engendrée parA(V ). C’est un espace localement compa

L’inclusion SV ⊂ L(H) est une représentation fidèleπ :C0(G) → L(H). On a donc une applicatio
� :L(H)∗ → C0(G) définie parπ ◦ � = L.

Pour g ∈ G, l’application ω �→ �(ω)(g) est un élément du dual (topologique) deL(H)∗. Il existe donc
τg ∈ L(H) tel que�(ω)(g) = ω(τg). Comme‖�(ω)‖∞ = ‖L(ω)‖ � ‖ω‖, on en déduit que‖τg‖ � 1.

NotonsG̃ = G ∪ {∞} le compactifié d’Alexandroff deG et posonsτ∞ = 0. Comme�(ω) est l’application
g �→ ω(τg), l’applicationg �→ τg est un homéomorphisme de l’espace compactG̃ sur son imageT ⊂ L(H) munie
de la topologie ultrafaibleσ(L(H),L(H)∗).

CommeH est séparable etπ :C0(G) → L(H) est une représentation non dégénérée, il existe un es
mesuré(Y, ν), une application mesurableh :Y → G et un unitaireu :L2(Y, ν) → H tels que, pourf ∈ C0(G)

et ξ ∈L2(Y, ν) on aitu∗π(f )u(ξ) = (f ◦ h)ξ .

Lemme 2.1. IdentifionsH ⊗L2(Y, ν) avec l’espaceL2(Y, ν,H) des(classes de) fonctions de carré intégrable d
Y dansH . Pour toutξ ∈L2(Y, ν,H), on a((1⊗ u∗)V (1⊗ u)ξ)(y)= τh(y)(ξ(y)) (pour presque touty ∈ Y ).

Démonstration. Il suffit de démontrer cela pourξ = α ⊗ η avecα ∈ H et η ∈ L2(Y, ν). Soientβ ∈ H et
ζ ∈ L2(Y, ν). On a〈

β ⊗ ζ, (1⊗ u∗)V (1⊗ u)(α ⊗ η)
〉 = 〈

ζ,
(
�(ωβ,α) ◦ h)

η
〉
.

Or �(ωβ,α) est la fonctiong �→ ωβ,α(τg), donc�(ωβ,α) ◦ h est la fonctiony �→ ωβ,α(τh(y)). Donc〈
β ⊗ ζ, (1⊗ u∗)V (1⊗ u)(α ⊗ η)

〉 = ∫
Y

ζ(y)
〈
β, τh(y)(α)

〉
η(y)dν(y),

d’où le lemme. ✷
Notonsµ une mesure surG dont la classe est celle de l’image parh (d’une mesure finie dans la classe) deν.
CommeV est unitaire,τg estµ-presque partout unitaire d’après le Lemme 2.1. NotonsD l’ensemble desg ∈G

tels queτg soit unitaire. CommeH est séparable, le groupe unitaire est une partie borélienne deL(H) (pour la
topologie ultrafaible). Il en résulte queD est une partie borélienne deG. Son complémentaire estµ-négligeable
et, comme la représentationπ est fidèle,D est dense dansG.

Soientω1,ω2 ∈ L(H)∗ et notonsω ∈ L(H)∗ l’applicationx �→ (ω1 ⊗ ω2)(V
∗(1⊗ x)V ). On aL(ω1)L(ω2)=

L(ω), donc�(ω1)�(ω2)= �(ω). Autrement dit, pour toutg ∈G, on a

(ω1 ⊗ω2)(τg ⊗ τg)= ω(τg)= (ω1 ⊗ω2)
(
V ∗(1⊗ τg)V

)
,

d’où l’on déduit queτg ⊗ τg = V ∗(1⊗ τg)V . Appliquantω⊗ id à l’égalitéV (τg ⊗ τg)= (1⊗ τg)V , on trouve

L(τgω)τg = τgL(ω). (2)

Si g ∈ D, on en déduit queτgSV τ ∗
g = SV , donc il existe un automorphismeαg de C0(G) tel que, pour

f ∈ C0(G), on ait

π
(
αg(f )

) = τgπ(f )τ
∗
g . (3)

Pourf = �(ω), on trouveαg(�(ω))= �(τgω). Pourh ∈G, l’applicationf �→ α−1
g (f )(h) est un caractère, donc

existek ∈ G tel queα−1
g (f )(h) = f (k). Pourf = �(ω), on trouve�(τ ∗

g ω)(h) = �(ω)(k), soitω(τhτ ∗
g ) = ω(τk).

On en déduit immédiatement que{τg; g ∈D} est un sous-groupe du groupe unitaire deH .
Soit x ∈ T . On a montré que, pour toutg ∈D, on axτg ∈ T . On en déduit que pour toutx, y ∈ T on axy ∈ T ,

puisque{τg; g ∈D} ∪ {0} est ultrafaiblement dense dansT , l’applicationy �→ xy est ultrafaiblement continue, e
T est ultrafaiblement compact donc fermé.
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0.
Pourg,h ∈ G̃, notonsgh ∈ G̃ l’élément tel queτgh = τgτh.
Soitg ∈G. Notonsαg l’endomorphisme deC0(G) donné par(

αg(f )
)
(h)= f (hg). (4)

On a(αg(�(ω)))(h) = ω(τhτg) = (�(τgω))(h), doncαg(�(ω)) = �(τgω). De la formule (2), on déduit que
(

0 0
τg 0

)
commute avec l’opérateur normal

(
π(f ) 0

0 π(αg(f ))

)
pourf = �(ω) ∈ C0(G). Or tout opérateur qui commute av

un opérateur normal, commute avec son adjoint. On en déduit que
(

0 0
τg 0

)
commute avec l’opérateur norm(

π(f ) 0
0 π(αg(f ))

)
pour toutf ∈ C0(G), autrement ditτg entrelaceπ etπ ◦ αg .

La mesure spectrale deπ estµ, celle deπ ◦ αg estαg(µ). Si g /∈D, la mesureαg(µ) est portée parDg qui est
disjoint deD, doncτg = 0. Il s’ensuit queG=D.

Sur le groupe unitaire, le produit est ultrafaiblement continu, doncG est un groupe localement compact.
Enfin par les formules (3) et (4), le couple(π, τ ) est une représentation covariante pour l’action deG surC0(G)

par translation à droite. C’est donc une représentation deC0(G) � G � K. Il existe donc un espace hilbertienK
et un unitairev ∈L(H,L2(G,m)⊗K) tels quevπ(f )v∗ =Mf ⊗ 1, où, pourf ∈ C0(G), Mf ∈ L(L2(G,m)) est
l’opérateur de multiplication parf et vτgv∗ = ρg ⊗ 1 oùρg ∈ L(L2(G,m)) est l’opérateur de translation à dro
parg. On en déduit que(v⊗v)V (v∗ ⊗v∗) est l’opérateur(VG)13 opérant dansL2(G,m)⊗K⊗L2(G,m)⊗K. ✷
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