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Résumé

Pour un nœudK dansS3 on construit « à la Casson » – et plus précisément en s’inspirant des travaux ultérieurs de
J. Differential Geom. 35 (1992) 337–357) et Heusener (cf. Topology Appl. 127 (2003) 175–197) – une 1-forme volu
l’espace des représentations du groupe deK dans SU(2). On montre ensuite comment interpréter cette forme volume co
une torsion de Reidemeister. On termine en donnant le calcul explicite de cette forme volume pour les nœuds toriqPour
citer cet article : J. Dubois, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

For a knotK in S3, we construct in the line of Casson – or more precisely taking into account Lin’s (J. Differential G
35 (1992) 337–357) and Heusener’s (Topology Appl. 127 (2003) 175–197) further works – a 1-volume form on the(2)-
representation space of the group ofK and we show how to interpret this volume form as a Reidemeister torsion. In the la
of this Note, we give an explicit computation of this volume form for torus knots.To cite this article: J. Dubois, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

Abridged English version

Let K be a knot inS3 represented as a 2n-plat ζ̂ . SetM = S3 \V (K) the exterior ofK, whereV (K) is an open
tubular neighbourhood of the knot, andGK = π1M the knot group ofK. Such a presentation ofK as a plat gives
rise to a splitting of its exterior of the formM = B1 ∪S B2 whereBi , i = 1,2, is a handlebody of genusn and
S = B1 ∩ B2 is a 2n-punctured 2-sphere (see Fig. 1). This decomposition is similar to the Heegaard splittin
in the construction of the Casson invariant and it gives rise to special systems of generators forπ1Bi , i = 1,2, and
for π1S respectively denoted byTi andS (see Section 1 and Fig. 1).
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1631-073X/03/$ – see front matter 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/S1631-073X(03)00040-2
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For a finitely generated groupG, the SU(2)-representation space ofG, with the compact open topology,
denoted byR(G); R̃(G) (resp.C(G)) is the subspace of irreducible ones (resp. central ones). The com
Lie group SO(3) = SU(2)/{±1} acts onR(G) by conjugation and we set̂R(G) = R̃(G)/SO(3); moreover
SO(3) acts freely (and also properly) oñR(G) so we can regard̂R(G) as the base space of a principal SO(3)-
bundle with total spacẽR(G). Let G be a finite set of generators for the groupG, we define the subse
RG(G) ⊂ R(G) \ C(G) by settingRG(G) = {ρ ∈ R(G) \ C(G) | Trρ(s) = Trρ(t) ∀s, t ∈ G} and we conside
the quotient̂RG(G)= R̃G(G)/SO(3), whereR̃G(G)= RG(G) ∩ R̃(G). We can see that̂R Ti (Bi) is a (2n− 2)-
manifold andR̂S (S) is a (4n− 5)-manifold. We also notice that̃RG(G) is the total space of a principal SO(3)-
bundle with base spacêRG(G). Among irreducible representations we distinguish theregularones. An irreducible
representationρ :GK → SU(2) is calledregular whenH 1

ρ (M)∼= R, in whichH 1
ρ (M)=H 1(M;Adρ) is the first

twisted cohomology group ofM with coefficients in the representationAd◦ ρ :GK → SU(2)→ Aut(su(2)) – Ad
being the adjoint representation.

It is shown in Section 1 that̂R Ti (Bi) and R̂S (S) carry natural volume forms. Ifρ :GK → SU(2) is regular
then the sequence: 0→ T[ρ]R̂(M)→ T[ρ1]R̂ T1(B1)× T[ρ2]R̂ T2(B2)→ T[ρS ]R̂S (S)→ 0 is exact, thusT[ρ]R̂(M)

inherits a 1-volume formωζ̂
[ρ]. We prove that this volume form does not depend on the braidζ and is an invarian

of the knot (see Theorem 1.1). SoReg(K) carries a well-defined 1-volume form denoted byωK . Moreover,ωK

changes its sign if we replaceK by its mirror image (see Remark 1).
The cocomplexC∗(M;Adρ) = HomGK (C∗(M̃,Z), su(2)) whereM̃ is the universal covering ofM can be

identified with the following: 0→ su(2) → su(2)2n → su(2)2n−1 → 0, where the coboundary operators a
induced by the usual ones ofC∗(M̃,Z) and wheresu(2)k carries the product volume form. This complex is n
acyclic and to define a Reidemeister torsion form onH 1

ρ (M) we must exhibit a distinguished basis forH 2
ρ (M).

If ρ :GK → SU(2) is regular, thenH 2
ρ (M) ∼= R and we construct a distinguished generatorh

(2)
ρ for H 2

ρ (M)

using the fact thatH 2
ρ (M)∼=H 2(∂M;R)∼=H 2(∂M;Z)⊗R (see Section 2). We identifyT[ρ]R̂(M) andH 1

ρ (M)

by an isomorphism denoted byϕ[ρ] and we define the torsion densityτK
ρ :T[ρ]R̂(M)→ R+ by settingτK

ρ (v) =
|tor(M;Adρ, {ϕ[ρ](v), h

(2)
ρ })|. We establish in Theorem 2.1 thatτK is the density associated toωK .

Finally in Section 3, we give an explicit formula for the volume formωK whereK is a torus knot of type(2, q)

(see Theorem 3.1). Using surgery techniques, we find again the Reidemeister torsion of the Brieskorn sp
the adjoint representation associated to an acyclic SU(2)-representation (see [2] and Theorem 3.2).

1. Forme volume associée à un nœud

Commençons par le rappel d’algèbre linéaire suivant (cf. [5]). Uneforme volumev sur unR-espace vectorie
E de dimension finien est un générateur de lanième puissance extérieure

∧n
E∗, où E∗ = HomR(E,R).

Considérons la suite exacte deR-espaces vectoriels : 0→ E′ i→ E
j→ E′′ → 0. Soientv′, v et v′′ des formes

volume surE′, E et E′′ respectivement et notonss une section dej , de sorte quei ⊕ s :E′ ⊕ E′′ → E est un
isomorphisme. On dit que les trois formes volume précédentes sontcompatibleslorsquev′ ∧ v′′ = (i ⊕ s)∗(v) et
on montre que cette notion est indépendante de la section choisie. Si c’est le cas, on écritv′ = v/v′′ pour indiquer
la dépendance dev′ env et v′′. Ainsi, lorsque deux des trois espaces vectorielsE′, E et E′′ sont munis de forme
volume, le troisième en possède une unique qui est compatible avec les deux autres.

Soit K un nœud dansS3 présenté sous la forme d’un 2n-plat ζ̂ , où ζ appartient à l’ensembleB2n des tresse
à 2n brins. On noteM = S3 \ V (K) l’extérieur du nœud, –V (K) désignant un voisinage tubulaire ouvert deK

– et GK = π1M son groupe. Une telle présentation du nœudK sous forme de plat induit un scindement de s
extérieur enM = B1 ∪S B2, où B1, B2 sont deux corps en anses de genren et oùS désigne la sphère troué
S2 \V (K). Remarquons que ce scindement deM joue le même rôle que le scindement de Heegaard utilisé da
construction originale de l’invariant de Casson. De plus, une telle décomposition permet de mettre en évid
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Fig. 1. Systèmes spéciaux de générateurs.

Fig. 1. Special systems of generators.

systèmes spéciaux de générateursTi = {t(i)j , 1 � j � n} etS = {sj , 1 � j � 2n} pour les groupes fondamenta
deBi , i = 1,2, etS respectivement (voir Fig. 1).

Si G est un groupe de type fini, on désigne parR(G) l’espace des représentations deG dansSU(2) que
l’on munit de la topologie compacte-ouverte ; on noteC(G) le sous-espace des représentationscentrales, i.e.
à valeurs dans le centre{±1} de SU(2), R̃(G) le sous-espace des représentationsirréductibleset enfinR̂(G) le
quotientR̃(G)/SO(3). SiG est un système fini de générateurs deG, on noteRG(G) l’ensemble des représentatio
ρ ∈ R(G) \ C(G) vérifiant : Trρ(s) = Trρ(t), pour touss, t ∈ G. On poseR̃G(G) = RG(G) ∩ R̃(G) puis
R̂G(G) = R̃G(G)/SO(3) et on utilise les notationŝR(M) pour R̂(GK), R̂ Ti (Bi) pour R̂ Ti (π1Bi) et R̂S (S)

pour R̂S (π1S). On peut vérifier quêR Ti (Bi) est une variété de dimension 2n − 2, queR̂S (S) est une variété
de dimension 4n− 5 et queR̃G(G) est l’espace total d’un SO(3)-fibré principal de basêRG(G).

Les inclusionsS ↪→ Bi et Bi ↪→ M, i = 1,2, fournissent le diagramme (1) d’homomorphismes surjec
Comme de plus, pour toutj , κi(sj ) est conjugué à un élément deTi ∪ T −1

i , on a le diagramme (2) d’immersion
entre espaces de représentations (pour plus de détails on renvoie à [3], Section 3) :

π1S

κ1

κ2

π1B1
p1

π1B2

p2

π1M (1) R̂S (S)

R̂ T1(B1)
κ̂1

R̂ T2(B2)
κ̂2

R̂(M)

p̂1

p̂2

= R̂ T1(B1)∩ R̂ T2(B2) (2)

Si ρ :GK → SU(2) est une représentation, alors l’algèbre de Liesu(2) de SU(2) possède une structure deZ[GK ]-
module via la composéeAd◦ ρ :GK → SU(2)→ Aut(su(2)), oùAd désigne la représentation adjointe et on n
ρi = ρ ◦ pi (resp.ρS = ρ ◦ pi ◦ κi ) la restriction deρ àπ1Bi (resp.π1S).

Parmi les représentations irréductibles, on distingue les représentationsrégulières. Une représentatio
irréductibleρ :GK → SU(2) est diterégulière lorsqueH 1

ρ (M) ∼= R, où H 1
ρ (M) = H 1(M;Adρ) est le premier

groupe de cohomologie tordue deM à coefficients dans la représentationAd◦ ρ. On démontre que la régularité e
une notion invariante par conjugaison et queρ estrégulièresi, et seulement si, les images des espacesR̂ T1(B1)

et R̂ T2(B2) se coupenttransversalementen [ρ] dansR̂S (S), [ρ] étant la classe de conjugaison deρ (cf. [3],
Proposition 3.3). On noteReg(K) l’ensemble des classes de conjugaison des représentations régulièresGK

dans SU(2) et on montre qu’il s’agit d’unevariété unidimensionnelle(cf. [3]).
La construction de notre1-forme volume surReg(K) repose sur les deux points suivants :
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– Si ρ est une représentation régulière, on a alors la suite exacte suivante (voir le diagramme (2) et le
R̂ T1(B1) �[ρ] R̂ T2(B2)) :

0 T[ρ]R̂(M)
D[ρ]p̂

T[ρ1]R̂ T1(B1)× T[ρ2]R̂ T2(B2)
D[ρ]κ̂

T[ρS ]R̂S (S) 0. (3)

– La variétéR̂ Ti (Bi) (resp.R̂S (S)) possède une(2n− 2)-forme volume naturellevR̂Ti (Bi) (resp. une(4n− 5)-
forme volume naturellevR̂S (S)) (voir ci-dessous pour leur construction détaillée).

Ceci étant, la 1-forme volumeωζ̂
[ρ] est définie en posant :ωζ̂

[ρ] = (−1)n(v
R̂T1 (B1)[ρ1] ∧ v

R̂T2 (B2)
[ρ2] )/v

R̂S (S)
[ρS ] , où la

normalisation donnée par(−1)n est nécessaire pour garantir l’invariance deω
ζ̂
[ρ] lorsqu’on changeζ en ζσ2n.

On construit ainsi localement une 1-forme volumeωζ̂ : [ρ] �→ ω
ζ̂
[ρ] sur la variétéReg(ζ̂ ).

Décrivons à présent la construction détaillées desformes volume naturellesque l’on peut définir sur les espac
de représentationŝR T1(B1), R̂ T2(B2) et R̂S (S) :

– Le groupe SU(2) est muni de sa 3-forme volume usuelleη induite pari ∧ j ∧ k. On note égalementη la
3-forme volume sur SO(3) = SU(2)/{±1} déduite de celle de SU(2). En utilisant le fait que l’application
Tr : SU(2) \ {±1} → (−2,2) est une submersion, on munit la sphère bidimensionnelleS2 = {A ∈ SU(2) |
TrA= 0} d’une 2-forme volumeν.

– Grâce au système de générateursTi , l’application R(Bi) → SU(2)n, ρ �→ (ρ(t
(i)
1 ), . . . , ρ(t

(i)
n )), permet

d’identifier R(Bi) avec SU(2)n puis d’identifier1 RTi (Bi) avec le produit(−2,2)× (S2)n, et enfin de munir
RTi (Bi) de la forme volume produitvRTi (Bi).
Pour munir l’espaceRS (S) d’une forme volume naturelle on procède ainsi. SoitD∗ le disque trouéS \ ∞
dont le groupe fondamental est le groupe libre à 2n générateurss1, . . . , s2n (voir Fig. 1). L’application
ϕ :RS (D∗)→ SU(2) définie parϕ(ρ)= ρ(s1 · · · s2n) est surjective, l’ensemble de ses points critiques coïn
avec l’ensemble des représentations abéliennes deπ1D

∗ dans SU(2) (cf. [3], Lemme 3.1) etRS (S)= ϕ−1(1).
On a donc la suite exacte : 0→ TρR̃S (S) → TρR̃S (D∗) → su(2) → 0, dans laquellesu(2) est muni de
i ∧ j ∧ k et R̃S (D∗) est muni d’une(4n + 1)-forme volume naturelle.2 On munit alorsR̃S (S) de l’unique
(4n− 5)-forme volumevRS (S) compatible avec les deux autres.

– Pour finir, siG est l’un des groupesπ1B1, π1B2 ouπ1S etG est l’un des ensemblesT1,T2 ouS respectivement
alors R̃G(G) est l’espace total d’un SO(3)-fibré principal de basêRG(G), ce qui permet de le mun
d’une forme volume en utilisant la convention « base∧ fibre ». Plus précisément, on a la suite exac
0→ Tρ(SO(3) ◦ ρ) → TρR̃G(G) → T[ρ]R̂G(G) → 0, où SO(3) ◦ ρ = {AdA ◦ ρ | A ∈ SU(2)}. On munit
R̂G(G) de l’unique forme volume compatible avecη et avec la forme volume sur̃RG(G) construite ci-dessus

Avec ces notations, on établit le théorème suivant :

Théorème 1.1. SoientK1 = ζ̂1 et K2 = ζ̂2 deux nœuds présentés sous forme de plats. Si les nœudsK1 = ζ̂1 et

K2= ζ̂2 sont isotopes, alorsωζ̂1 = ωζ̂2.

Il en résulte queReg(K) possède une 1-forme volume bien définie, on la noteωK .
La démonstration de ce résultat s’appuie sur un théorème de Birman–Reidemeister (cf. [1]), qui est l’a

pour les plats du théorème de Markov pour les tresses. NotonsK2n le sous-groupe deB2n engendré parσ1, σ2σ
2
1 σ2

et σ2j σ2j−1σ2j+1σ2j , 1� j � n− 1. Le théorème de Birman–Reidemeister affirme que deux nœudsK1,K2 tels
queKi = ζ̂i où ζi ∈B2ni , i = 1,2, sont isotopes si, et seulement s’il existe un entierN � max(n1, n2) tel que pour

1 L’inclusion est donnée par :(−2,2)× (S2)n→ SU(2)n, (2cos(θ),P1, . . . ,Pn) �→ (cos(θ)+ sin(θ)Pi)1�i�n.
2 En effetR̃S(D∗) est un ouvert deRS(D∗)∼= (−2,2)× (S2)2n que l’on munit de la forme volume produit.
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tout n � N les tressesζ ′i = ζiσ2ni σ2ni+2 · · ·σ2n ∈ B2n+2, i = 1,2, sont dans la même classe double deB2n+2 mo-

dulo le sous-groupeK2n+2. La démonstration du Théorème 1.1 consiste donc à établir l’invariance deωζ̂ lorsque
l’on changeζ ∈ B2n par une tresse appartenant à la même classe double moduloK2n et lorsque l’on changeζ
enζσ2n.

Remarque 1. SoitK ⊂ S3 un nœud.

(1) Il est aisé de montrer que l’orientation induite parωK est l’orientation définie dans [3].
(2) On peut aussi montrer que la forme volumeωK ne dépend pas de l’orientation du nœudK et qu’en notantK∗

son image miroir, on aωK∗ = −ωK.

2. Forme volume et torsion de Reidemeister

Dans cette partie, on explique comment interpréter la 1-forme volumeωK surReg(K) comme la forme volume
dont l’orientation induite est celle définie dans [3] (voir Remarque 1) et admettant pour densité unetorsion de
Reidemeister3 τK . Désormaisρ :GK → SU(2) désigne une représentation régulière.

On noteXρ le complexe tel queXρ
i = C2−i (M;Adρ) avecC∗(M;Adρ) = HomGK (C∗(M̃,Z), su(2)), où M̃

est le revêtement universel deM et oùC∗(M̃,Z) est leZ[GK ]-module à gauche via l’action deGK surM̃ comme
groupe de revêtement.

Le complexeXρ s’identifie à : 0→ su(2)→ su(2)2n→ su(2)2n−1→ 0 où les opérateurs bord sont induits p
les opérateurs bord usuels du complexeC∗(M̃,Z) et oùsu(2)k est muni de la forme volume produit. Ce comple
n’est pas acyclique et son homologieH∗(Xρ) est exactement la cohomologie tordueH 2−∗

ρ (M). Comme de plusρ

est irréductible, on aH 0
ρ (M)= 0. La torsion de Reidemeister deM dans la représentation adjointe associée à

représentationρ, calculée dans les bases{h(i)} deHi
ρ(M), i = 1,2, est la torsion de Reidemeister du complexeXρ

dans ces mêmes bases. On la note tor(M;Adρ, {h(1), h(2)}).
Pour construire la densitéτK on a besoin de déterminer un générateur pourH 2

ρ (M). Lorsqueρ est régulière, on

aH 1
ρ (M)∼=R, mais aussiH 2

ρ (M)∼=R (carχ(Xρ)= 0). L’axe commun des rotationsAdρ(π1(∂M)), qui est défini
au signe près, permet de fixer un élémentPρ ∈ S2 dans l’espace des vecteurs desu(2) invariants sous l’action d
Adρ(π1(∂M)). En utilisant la non dégénérescence du produit cup- :H 0

ρ (∂M)×H 2
ρ (∂M)→H 2(∂M;R) induit

par le produit scalaire usuel desu(2), cet élément permet de construire un isomorphisme naturelφ
(2)
P ρ :H 2

ρ (∂M)→
H 2(∂M;R). D’autre part, en examinant la suite exacte longue en cohomologie associée à la paire(M,∂M), on
montre que l’homomorphismei∗ :H 2

ρ (M)→H 2
ρ (∂M) induit par l’inclusion∂M ↪→M est aussi un isomorphism

Soit c une classe fondamentale deH 2(∂M;Z), le générateur distinguédeH 2
ρ (M) esth(2)

ρ = (φ
(2)
P ρ ◦ i∗)−1(c).

On peut dès lors définir ladensitéτK
ρ :T[ρ]R̂(M)→ R+ associée au nœudK en la représentationρ, en po-

sant, pour tout vecteur non nulv[ρ] ∈ T[ρ]R̂(M), τK
ρ (v[ρ]) = |tor(M;Adρ, {ϕ[ρ](v[ρ]), h(2)

ρ })| et τK
ρ (0) = 0, où

ϕ[ρ] :T[ρ]R̂(M)
∼=→ H 1

ρ (M). On constate queτK
ρ ne dépend pas du choix du signe dePρ ni de celui de la class

fondamentalec et ne dépend que de la classe de conjugaison deρ, de sorte que la densitéτK : [ρ] �→ τK
ρ sur

Reg(K) est bien définie.
Le théorème suivant permet de comparer les densités|ωK | et τK surReg(K) :

Théorème 2.1. Pour toute représentation régulièreρ :GK → SU(2), on a l’égalité|ωK[ρ]| = τK
ρ .

3 Pour la définition de la torsion de Reidemeister on renvoie à [7], on pourra aussi consulter [6].
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La démonstration du Théorème 2.1 nécessite plusieurs étapes. L’idée principale pour comparer les
|ωK[ρ]| et τK

ρ surT[ρ]R̂(M) est de les interpréter comme une seule et même torsion de Reidemeister d’un co
auxiliaire.

3. Exemples de calcul

Pour les nœuds toriques de type(2, q), q � 3, impair, tel le nœud de trèfle, on peut calculer explicitement, g
au Théorème 2.1, la forme volume définie ci-dessus. NotonsZq l’extérieur du nœud toriqueKq de type(2, q). Le
groupe deKq admet la présentation suivante :π1(Zq)= 〈x, y|x2= yq〉, on notem son méridien etl sa longitude ;
dansπ1(Zq) on am= xy(1−q)/2 et l = x2m−2q .

L’espaceR̂(Zq) des représentations irréductibles deπ1(Zq) dans SU(2) a été décrit par Klassen dans [4
R̂(Zq) est constitué de(q − 1)/2 arcs, notéŝR5(Zq), avec5 = 1, . . . ,

q−1
2 , et paramétrés de la façon suivant

ρ5,t :π1(Zq) → SU(2) est la représentation donnée parρ5,t (x) = i et ρ5,t (y) = cos( (25−1)π
q

) + sin( (25−1)π
q

)×
(cos(πt)i+ sin(πt)j). On montre, de plus, que les représentationsρ5,t sont toutes régulières. Avec ces notatio
on peut établir le résultat suivant :

Théorème 3.1. La 1-forme volumeωKq associée au nœud toriqueKq de type(2, q) vérifie:

ω
Kq

[ρ5,t ]
(

dρ5,s

ds

∣∣∣∣
s=t

)
= 8

q
sin2

(
(25− 1)π

q

)
dθ

ρ5,s
m

ds

∣∣∣∣
s=t

(4)

avecθ
ρ5,t
m = arccos((−1)5−1 cos((25− 1)π/q)cos(πt)).

En utilisant une formule de Mayer–Vietoris (cf. [7]), on peut retrouver par chirurgie un résultat de Freed (
donnant la torsion de Reidemeister à coefficients dans la représentation adjointe des sphères d’hom
Brieskorn.

Théorème 3.2. Si k > 0 et si Mk est la variété obtenue par chirurgie de pente1/k le long du nœud
torique Kq de type(2, q), alors Mk est la variété fibrée de Seifert à trois fibres exceptionnelles d’ind
2, q , 2qk − 1, R̂(Mk) est fini et formé des classes de conjugaison des représentations irréductibles7(5,n)

avec 5 = 1, . . . ,
q−1

2 , n ≡ k(mod 2), (2qk−1)(25−1)
2q

< n <
(2qk−1)(2q−25+1)

2q
et telles que :Tr(7(5,n)(x)) = 0,

Tr(7(5,n)(y)) = 2 cos((25− 1)π/q) et Tr(7(5,n)(m)) = 2 cos(nπ/(2qk − 1)). De plus7(5,n) est acyclique et la
torsion de Reidemeister deMk dans la représentation adjointe associée à7(5,n) est:

tor(Mk;Ad7(5,n))= ±32

(2qk− 1)q
sin2

(
(25− 1)π

q

)
sin2

(
2qπn

2qk− 1

)
. (5)
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