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Résumé

Dans cette Note on démontre un théorème d’unicité de la solution d’un problème d’ondes élastiques (dans le dom
fréquences). Le domaine de propagation est un demi-espace stratifié avec un trou vertical. On impose des conditions d
à l’infini qui assurent l’unicité de la solution.Pour citer cet article : L. Alem, L. Chorfi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

In this Note we prove a uniqueness theorem for the an elastic waves problem (in frequency domain). The propagatio
is a stratified half-space with a vertical borehole. We impose radiation conditions at infinity which ensure uniquenes
solution.To cite this article: L. Alem, L. Chorfi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

Abridged English version

We consider the operatorA, defined by (1) and (2) in the main text, governing the propagation of elastic w
The propagation domain is a stratified half-space with a vertical borehole (Fig. 1). The generating me
represented in cylindrical coordinates(r, z) by the open subsetΩ = Ω1 ∪ Ω2 of R

2 such that:Ω1 = {r > a,

0 < z < h} andΩ2 = {r > a, z > h}. The elastic parameters(λ(z),µ(z), ρ(z)) are piecewise constant functio
in z. The operatorA is acting on the displacement fieldU(r, z) = (v(r, z),w(r, z)). With the notations below, w
set the problem:

FindU ∈ C2(Ω)2 ∩ C1(�Ω)2 such that:
AU + ω2U = 0 in Ω,

U satisfies (T) and (CL),
U = O(1/R), U satisfies (CR1) and (CR2) whenR → +∞.

(P)

The boundary conditions (CL), on each componentz = 0 and r = a, are Neumann conditions. This proble
arises in exploration geophysics (in borehole seismic methods) (see [1,2,7]). Previous reaserch (in the m
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literature) neglected the question of uniqueness. In this Note we give a uniqueness result for (P). Prob
is a transmission problem with an unbounded interface and an unbounded boundary, which leads to si
difficulties compared with the already studied cases. We think about the works [3,5,6] devoted to the a
problems in exterior domains and to Kupradze’s monograph [4]. The result is built on the proposition

Proposition 2.3.SupposeU is a solution of the problem(P). ThenU is represented, in the stripΩ1, by series:

U(r, z) =
∑

|ωn|>kp

Upn

[
iβnK1(βnr)

ωnK0(βnr)

]
eiωnz +

∑
|ωn|>ks

Usn

[−iωnK1(δnr)

δnK0(δnr)

]
eiωnz

with β2
n = ω2

n − k2
p, δ2

n = ω2
n − k2

s , ωn = nπ/h, n ∈ Z, ks = ω/c
(1)
s andkp = ω/c

(1)
p .

Combining Proposition 2.3 and the free surface condition onr = a, we prove thatU1 = 0 in the stripΩ1 (we set
Uj = U |Ωj , j = 1,2). The transmission condition (T) impliesU2(r, h) = ∂U2

∂z
(r, h) = 0. ThenU2 satisfies inΩ2

a Cauchy problem with analytic coefficients. Finally, we use the Holmgren uniqueness theorem to concl
U2 = 0 in Ω2. Which proves that(P) has at most one solution.

1. Introduction

Le planR
2 étant muni du repère orthonormé(O, r, z), on considère les ouverts suivants :

Ω1 = {r > a,0< z < h} et Ω2 = {r > a, z > h},
(a > 0 eth > 0 fixés), ainsi que les paramètres élastiques :(

λ(z),µ(z), ρ(z)
) =

{
(λ1,µ1, ρ1) si 0< z < h,
(λ2,µ2, ρ2) si z > h.

PosonsR = √
r2 + z2, n = 1

R
(r, z) := (cosθ,sinθ) et τ = (−sinθ,cosθ).

Considérons l’opérateur de l’élasticitéA agissant sur le champU(r, z) = (v(r, z),w(r, z)) en coordonnée
cylindriques(r,φ, z), tel que :

(AU)1 = 1

rρ(z)

[
∂

∂r

(
rtrr (U)

) + ∂

∂z

(
rtrz(U)

) − λ(z)

(
∂v

∂r
+ ∂w

∂z

)
− (

λ(z)+ 2µ(z)
)v
r

]
,

(AU)2 = 1

rρ(z)

[
∂

∂r

(
rtrz(U)

) + ∂

∂z

(
rtzz(U)

)] (1)

avec 

trz(U) = µ(z)

(
∂w

∂r
+ ∂v

∂z

)
,

tzz(U) = (
λ(z) + 2µ(z)

)∂w
∂z

+ λ(z)

(
v

r
+ ∂v

∂r

)
,

trr (U) = (
λ(z)+ 2µ(z)

)∂v
∂r

+ λ(z)

(
v

r
+ ∂w

∂z

)
.

(2)

On introduit les quantités suivantes :

– Le tenseur des contraintesT (U) = (
trr (U) trz(U)
trz(U) tzz(U)

)
et le vecteur contraintet (n,U) = T (U)n.

– La contrainte normaletnn(U) = t (n,U) · n et la contrainte tangentielletnτ (U) = t (n,U) · τ .
– Le déplacement normalUn = U · n et le déplacement tangentielUτ = U · τ .
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On noteUj = (vj ,wj ) la restriction deU àΩj , j = 1,2, et on définit à partir des paramètres élastiques, la vit

des ondes de compressionc
(j)
p = ((λj + 2µj)/ρj )

1/2 et la vitesse des ondes de cisaillementc
(j)
s = (µj/ρj )

1/2.

Pour une fréquence donnéeω > 0, on définit les nombres d’ondesk(j)p = ω/c
(j)
p et k(j)s = ω/c

(j)
s .

Définition 1. Le champU appartient à l’espaceE si Uj ∈ C2(Ωj )
2 ∩C1(�Ωj)

2, j = 1,2, et satisfait les condition
de transmission :

U1(r, h) = U2(r, h), trz(U1) = trz(U2) et tzz(U1) = tzz(U2) si z = h. (T)

Définition 2. U ∈ E satisfait les conditions de radiation à l’infini si{
limr→+∞ r

(
trr (U1)− iωρ1c

(1)
p v1

) = 0,

limr→+∞ r
(
trz(U1)− iωρ1c

(1)
s w1

) = 0
(uniformément par rapport àz ∈ ]0, h[), (CR1)

{
limR→+∞ R

(
tnn(U2)− iωρ2c

(2)
p U2n

) = 0,

limR→+∞ R
(
tnτ (U2)− iωρ2c

(2)
s U2τ

) = 0
(uniformément par rapport àθ ∈ [0, π

2 ]). (CR2)

Avec les définitions précédentes, on pose le problème aux limites suivant :
trouverU ∈ E tel que:
AU + ω2U = 0 dansΩ = Ω1 ∪Ω2,

trz(U) = tzz(U) = 0 si z = 0 etr > a,

trr(U) = Ψ1(z), trz(U) = Ψ2(z) si r = a etz > 0,
U = O(1/R), U satisfait les conditions(CR1) et (CR2), lorsqueR → +∞

(P)

avecΨ1 etΨ2 deux fonctions (données) continues et à supports compacts dans(0,+∞).
Remarquons que l’expression différentielle deA découle de l’opérateur de Lamé :+∗U = µ+U + (λ + µ)×

∇(∇ · U) + ρω2U , lorsque le champ de déplacement a la formeU(r,φ, z) = v(r, z)er + w(r, z)ez. En effet, le
problème(P) modélise le mouvement (ω-périodique) d’un demi-espace élastique stratifié avec un puits ver
Le mouvement est engendré par une pression axisymétriqueΨ appliquée à la surface latérale du puits (voir Fig.
On rencontre ce problème, par exemple, dans les explorations géophysiques (par la méthode de sismiqu
[1,2,7]. Dans ces travaux de recherche la question d’unicité est souvent négligée ou énoncée sans preu
de cette note est de prouver un théorème d’unicité pour le problème(P). Il s’agit d’un problème de transmissio
avec une interface et une frontière non bornées, ce qui présente des difficultés supplémentaires par rappo
étudiés, par exemple [3,5,6] pour le modèle acoustique et [4] en élasticité. La démonstration se fait par ét

Fig. 1. Profil du milieu élastique.

Fig. 1. Profile of the elastic medium.
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(1) On donne une décomposition en série de Fourier deU1, solution de(P) dans la bandeΩ1.
(2) La condition de surface libre sur la facer = a nous permet d’obtenirU1 = 0.
(3) Enfin, on utilise le principe de prolongement analytique pour montrer queU2 = 0 dansΩ2.

Pour la suite, on note(Ph) le problème homogène associé à(P) (i.e., avecΨ = 0).

2. Théorème d’unicité

SoitΩ ⊂ Ω1 ∪ Ω2 un domaine borné de frontièreΓ , C1 par morceaux. PourU = (u1, u2) etV = (v1, v2) on
définit le produit scalaire :

(U,V )Ω =
∫
Ω

(u1v̄1 + u2v̄2)dµ, avec dµ = ρ(z)r dr dz (ρ(z) est la densité).

La formule de Green permet d’avoir laFormule de Betti:

∀U,V ∈ [
C2(Ω)∩C1( �Ω)]2

, (AU,V )Ω − (U,AV )Ω =
∫
Γ

(
t (n,U) · �V − t

(
n, �V ) · U)

dγ, (3)

avec dγ = r ds(ds la longueur d’arc).

Proposition 2.1.SoitU une solution de(Ph), alors :

lim
R→∞

h∫
0

∣∣U1(R, z)
∣∣2R dz = 0 et lim

R→∞

∫
Γ R

|U2|2 dγ = 0,

avecΓ R = {(r, z) ∈ Ω2 | r2 + z2 = R2 + h2}.

Démonstration. La démonstration est classique (voir [4]), on obtient le résultat en appliquant la formule de
(3) à U1 et V1 = �U1 dans un domaineΩR

1 adéquat (resp. àU2 et V2 = �U2 dansΩR
2 ) et en tenant compte de

conditions de radiation. ✷
Proposition 2.2.SoitU1 ∈ [C2(Ω1)∩C1(�Ω1)]2 une solution de l’équation

AU + ω2U = 0 dansΩ1

qui satisfait la condition de radiation(CR1). AlorsU1 possède la décomposition:

U1 = Up + Us (4)

avec

Up(r, z)=
∑

|ωn|>kp

Upn

[
iβnK1(βnr)

ωnK0(βnr)

]
eiωnz +

∑
|ωn|<kp

Ũpn

[
iβ̃nH

(1)
1 (β̃nr)

ωnH
(1)
0 (β̃nr)

]
eiωnz,

Us(r, z) =
∑

|ωn|>ks

Usn

[−iωnK1(δnr)

δnK0(δnr)

]
eiωnz +

∑
|ωn|<ks

Ũsn

[−iωnH
(1)
1 (δ̃nr)

δ̃nH
(1)
0 (δ̃nr)

]
eiωnz,

où

β2
n = ω2

n − k2
p, δ2

n = ω2
n − k2

s , β̃2
n = k2

p − ω2
n et δ̃2

n = k2
s − ω2

n

avecωn = nπ/h, n ∈ Z, ks = ω/c
(1)
s et kp = ω/c

(1)
p .
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ces :

et la
Démonstration. Le champU1 possède la décomposition de Helmholtz en trois dimensions [4] :

U1 = Up + Us

avec {
+Up + k2

pUp = 0 et rotUp = 0,

+Us + k2
s Us = 0 et divUs = 0.

Utilisant la transformation{v1 = vr cosφ, v2 = vr sinφ, v3 = vz}, qui associe à un champV = (vr ,0, vz) en
« coordonnées cylindriques » le champV = (v1, v2, v3) en coordonnées cartésiennes, on obtient les équivalen

+V + k2V = 0 ⇐⇒


∂2vr

∂r2 + 1

r

∂vr

∂r
− vr

r2 + ∂2vr

∂z2 + k2vr = 0,

∂2vz

∂r2 + 1

r

∂vz

∂r
+ ∂2vz

∂z2 + k2vz = 0

et

rotV = 0 ⇐⇒ ∂vz

∂r
= ∂vr

∂z
et divV = 0 ⇐⇒ ∂vr

∂r
+ vr

r
+ ∂vz

∂z
= 0. (5)

En décomposantV suivant le système{eiωnz}n∈Z (qui est complet dansL2(0, h)) :

V (r, z) =
∑
n∈Z

(
ϕn(r)

ψn(r)

)
eiωnz, z ∈ ]0, h[, r > a,

on obtient les équations différentielles :{
r2ϕ′′

n + rϕ′
n − [

r2
(
ω2
n − k2

) + 1
]
ϕn = 0,

r2ψ ′′
n + rψ ′

n − r2
(
ω2
n − k2

)
ψn = 0

avec les solutions correspondantes :

ϕn(r) =
{
anH

(1)
1

(√
k2 − ω2

n r
)

si |ωn| < k,

bnK1
(√

ω2
n − k2 r

)
si |ωn| > k,

ψn(r) =
{
cnH

(1)
0

(√
k2 − ω2

n r
)

si |ωn| < k,

dnK0
(√

ω2
n − k2 r

)
si |ωn| > k.

On a exclu les solutionsH(2)
ν et Iν , ν = 0,1, car la première ne satisfait pas les conditions de radiation

deuxième est non bornée. En tenant compte de (5) on obtient les relations :{
an

cn
= i

β̃n

ωn

,
bn

dn
= i

βn

ωn

si k = kp

}
et

{
an

cn
= −i

ωn

δ̃n
,
bn

dn
= −i

ωn

δn
si k = ks

}
d’où la décomposition (4). ✷
Proposition 2.3.Supposons queU est une solution de(Ph), alorsU1 s’écrit dansΩ1 sous la forme:

U(r, z) =
∑

|ωn|>kp

Upn

[
iβnK1(βnr)

ωnK0(βnr)

]
eiωnz +

∑
|ωn|>ks

Usn

[−iωnK1(δnr)

δnK0(δnr)

]
eiωnz.

Démonstration. D’après la Proposition 2.1, on a limR→∞
∫ h

0 (|Usr(R, z)|2 + |Upr(R, z)|2)R dz = 0, ce qui
entraîne avec la Proposition 2.2 :

lim
R→∞R

( ∑
|ωn|>kp

|Upn|2β2
nK

2
1(βnR) +

∑
|ωn|<kp

∣∣Ũpn

∣∣2β̃2
n

∣∣H(1)
1

(
β̃nR

)∣∣2
+

∑
|ωn|>ks

|Usn|2ω2
nK

2
1(δnR) +

∑
|ωn|<ks

∣∣Ũsn

∣∣2ω2
n

∣∣H(1)
1

(
δ̃nR

)∣∣2) = 0.

En tenant compte du comportement asymptotique des fonctions de Bessel on déduit :∀n, Ũpn = Ũsn = 0. ✷
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Proposition 2.4.Supposons queU1 est une solution de(Ph). AlorsU1 = 0 dansΩ1.

Démonstration. Le champU1, représenté dans la Proposition 2.3, doit satisfaire la condition de surface lib

trr (U1)|r=a = trz(U1)|r=a = 0.

Cette condition est réalisée si, pour toutn, le couple(Upn,Usn) est solution d’un système algébrique homogèn
déterminant :

+n(ω) = 4µ1ω
2
nδnβnK1(βna)K0(δna)+ (

ω2
n − δ2

n

)[
λ1ω

2
n − (λ1 + 2µ1)β

2
n

]
K0(βna)K1(δna)

+ 2µ1

a
βn

(
ω2
n + δ2

n

)
K1(δna)K1(βna).

Sachant que la fonctionS(z) = K0(z)/K1(z) est strictement croissante sur l’intervalle[0,+∞[, on peut montre
que, pour toutω > 0 et toutn,+n(ω) �= 0. Ce qui prouve que∀n, Upn = Usn = 0 et par suiteU1 = 0 dansΩ1. ✷
Théorème 2.1(d’unicité).Le problème(P) admet au plus une solution.

Démonstration. Montrons que(Ph) n’admet que la solution triviale. Alors, d’après la Proposition 2.4,U1 = 0
dansΩ1 et les conditions de transmission entraînent :

U2(r, h) = ∂U2

∂z
(r, h) = 0.

D’autre part l’équationAU2 + ω2U2 = 0 dansΩ2 s’écrit sous la forme :

∂2U2

∂z2
= A1

∂2U2

∂r2
+ A2

∂2U2

∂r∂z
+ A3

∂U2

∂r
+ A4

∂U2

∂z
+ A5U2

avecAi = Ai(r), i = 1,5, des matrices 2× 2 analytiques enr. Ainsi U2 satisfait dansΩ2 un problème de Cauch
à coefficients analytiques et le théorème d’unicité de Holmgren implique alors queU2 = 0 dansΩ2. Ce qui prouve
queU = 0 dansΩ . ✷
Remarque.Le Théorème 2.1 est vrai si le demi-espace est homogène (i.e., cash = 0), ceci peut être justifié e
remarquant que, dans la Proposition 2.1, la première limite découle de la seconde dans le cas particulier d
Γ R = {r > a, z > 0, r2 + z2 = R2}.
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