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Résumé

On considère les équations de Navier–Stokes discrétisées par méthode de pénalisation et éléments finis. Le but de
est d’établir des estimations d’erreur a posteriori permettant un choix optimal du paramètre de pénalisation, en partic
le cas de maillages adaptatifs.Pour citer cet article : C. Bernardi et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

We consider the Navier–Stokes equations, discretized by a penalization method and finite elements. The aim of th
to prove a posteriori error estimates which allow for an optimal choice of the penalty parameter, specially for adaptive
To cite this article: C. Bernardi et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

Abridged English version

A large part of the software for the simulation of the steady Navier–Stokes equations requires the a
of a penalty term, namely the pressure multiplied by a “small” parameterε, see [1] and [4], and the choice
this parameter is most often arbitrary. The aim of this paper is mainly to exhibit two types of error indic
respectively linked to the penalty method and to the finite element discretization, that lead to optimal a po
estimates and allow for optimizing the choice of the parameterε either when working with adaptive meshes or n

We consider the Navier–Stokes equations (1) in a bounded connected open setΩ of R
d , d = 2 or 3, with a

Lipschitz–continuous boundary, and recall that it admits the equivalent variational formulation (2). Next
parameterε, 0< ε � 1, we consider the penalized problem (3) or its equivalent formulation (4). Finally, a
element discretization, relying on two finite-dimensional subspacesXh of H 1

0 (Ω)d andMh of L2
0(Ω) and on

Adresse e-mail :bernardi@ann.jussieu.fr (C. Bernardi).
1631-073X/03/$ – see front matter 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/S1631-073X(03)00101-8
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problem (3) leads to the discrete problem (5). One of the main advantages of the penalty technique
provides an algorithm for solving this problem as a system of two uncoupled equations (6), one for the v
and one for the pressure.

The existence of a solution of problem (3) is easily derived from Brouwer’s fixed point theorem. To go f
we write problems (3) and (5) in the new formulation (8); for appropriate definitions of the Stokes operaS,
see (7), and the penalized Stokes operatorSε. Then, using the stability and convergence properties (9), we d
from the arguments in [3] (see also [5, Chapter IV, Theorem 3.4]) the a priori error estimate (10) for any s
(u,p) of problem (3) such that Id+SDG(u) is an isomorphism ofX = H 1

0 (Ω)d × L2
0(Ω). Similarly, we write

the formulation (11) of problem (5). We refer to [5, Chapter II, Theorem 1.3] for the rather technical pr
the convergence property (14) when assumptions (12) and (13) are satisfied. Then the arguments in [3]
deriving that, when these assumptions hold and for any solution(u,p) of problem (3) such that Id+SDG(u) is
an isomorphism ofX , the existence of a solution(uεh,pεh) of problem (5) in a fixed neighbourhood of(u,p).
Moreover the sequence of solutions(uεh,pεh) converges towards(u,p) when bothε andh tend to zero.

In a last step, we introduce a regular family of triangulations(Th)h of Ω by d-simplices, in the sense of [5
Chapter I, Appendix A] and we assume that, for eachh, the spacesXh andMh are built from finite element
associated with all elementsK of Th. According to the ideas in [2], we define the error indicatorηε linked to the
penalty method by (15) and the error indicatorsηK linked to the finite element discretization by (16) (EK denotes
the set of edges (d = 2) or faces (d = 3) of K which are not contained in∂Ω , hK andhe the diameters ofK ande,
respectively, andfh an approximation of the dataf in the spaceZd

h , see (17)). We are thus in a position to der
the main result of this note, which relies on the arguments of [7, Theorem 3], see also [8, Proposition 2.1].

Theorem. Let (u,p) be a solution of problem(2) such thatId+SDG(u) is an isomorphism ofX . If the dataf

belong toL2(Ω)d and if the spaceXh containsY d
h , with Yh defined in(19), there exists two positive real numbe

ε∗
2 andh∗

2 such that estimate(20) holds for allε � ε∗
2 andh � h∗

2.

The converse estimate can easily be proved thanks to the arguments in [2]. Moreover these results are c
by a numerical experiment, performed on the code FreeFem++ (cf. [6]), see Fig. 1, where the final adapt
of ε is 0.14× 10−2.

1. Introduction

La plupart des codes de calcul pour les équations de Navier–Stokes stationnaires font appel à une
de pénalisation : un terme portant sur la pression, multiplié par un paramètreε, est ajouté à l’équatio
d’incompressibilité. On réfère à [1] et [4] pour l’analyse de cette méthode. Toutefois le choix deε est en généra
complètement arbitraire. Dans le cadre de la discrétisation de ces équations par éléments finis, on démo
aux arguments de [3] les estimations a priori établissant la convergence de la méthode. Puis on propose d
d’indicateurs d’erreur, l’un lié au terme de pénalisation, l’autre lié aux maillages, et on prouve des estim
d’erreur a posteriori optimales. Ceci atteste que les indicateurs d’erreur fournissent un outil efficace pour
numériquement justifié du paramètreε dans le cas de maillages adaptatifs.

2. Les problèmes continu, pénalisé et discret

Les équations de Navier–Stokes dans un ouvert borné connexeΩ deR
d , d = 2 ou 3, à frontière lipschitzienn

régissent l’écoulement d’un fluide visqueux incompressible :


−�u + 1
ν
(u · ∇)u + gradp = f dansΩ ,

divu = 0 dansΩ , (1)
u = 0 sur∂Ω .



C. Bernardi et al. / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003) 671–676 673

res.
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iscret où
Ici, les inconnues sont la vitesseu et la pressionp, la donnéef représentant une densité de forces extérieu
La viscositéν est une constante positive. On introduit les formes bilinéairesa(·, ·) et b(·, ·), ainsi que la forme
trilinéaireC(·; ·, ·), définies par

a(u,v) =
∫
Ω

(gradu)(x) : (gradv)(x)dx, b(v, q)= −
∫
Ω

(divv)(x)q(x)dx,

C(w;u,v) = 1

ν

∫
Ω

(
(w · ∇)u

)
(x) · v(x)dx,

et on vérifie facilement que ce problème admet la formulation variationnelle équivalente suivante

Trouver(u,p) dansH 1
0 (Ω)d ×L2

0(Ω) tel que

∀v ∈ H 1
0 (Ω)d, a(u,v)+ C(u;u,v)+ b(v,p) = 〈f ,v〉,

∀q ∈ L2
0(Ω), b(u, q) = 0,

(2)

oùL2
0(Ω) désigne l’espace des fonctions deL2(Ω) à moyenne nulle et〈·, ·〉 le produit de dualité entreH−1(Ω)d

etH 1
0 (Ω)d . Pour toute donnéef dansH−1(Ω)d , le problème (2) admet au moins une solution(u,p).

Soit maintenantε un nombre réel, 0< ε � 1. On considère le problème pénalisé suivant :

Trouver(uε,pε) dansH 1
0 (Ω)d × L2

0(Ω) tel que

∀v ∈ H 1
0 (Ω)d, a(uε,v)+ C(uε;uε,v)+ b(v,pε) = 〈f ,v〉,

∀q ∈ L2
0(Ω), b(uε, q)− ε

∫
Ω

pε(x)q(x)dx = 0. (3)

Une propriété de base de ce problème est qu’il s’écrit de façon équivalente sous forme du système de deux
découplées suivant :

∀v ∈ H 1
0 (Ω)d, a(uε,v)+ ε−1

∫
Ω

(divuε)(x) (divv)(x)dx + C(uε;uε,v) = 〈f ,v〉,

∀q ∈ L2
0(Ω), ε

∫
Ω

pε(x)q(x)dx = b(uε, q).

(4)

Finalement, pour toute valeurh d’un paramètre positif, on introduit deux sous-espaces de dimension finieXh et
Mh deH 1

0 (Ω)d etL2
0(Ω), respectivement, et on considère le problème

Trouver(uεh,pεh) dansXh × Mh tel que

∀vh ∈ Xh, a(uεh,vh)+ C(uεh;uεh,vh)+ b(vh,pεh) = 〈f ,vh〉,
∀qh ∈ Mh, b(uεh, qh)− ε

∫
Ω

pεh(x)qh(x)dx = 0. (5)

Là encore, ce problème s’écrit de façon équivalente

∀vh ∈ Xh, a(uεh,vh)+ ε−1
∫
Ω

(Πh divuεh)(x)(Πh divvh)(x)dx + C(uεh;uεh,vh) = 〈f ,vh〉,

∀qh ∈ Mh, ε

∫
Ω

pεh(x)qh(x)dx = b(uεh, qh),
(6)

oùΠh désigne l’opérateur de projection orthogonale deL2
0(Ω) surMh. On reconnaît là un des principaux avanta

de la méthode de pénalisation : elle fournit de façon naturelle un algorithme de résolution du problème d

le calcul des deux inconnues est découplé.
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3. Existence de solutions et estimations d’erreur a priori

En appliquant le théorème du point fixe de Brouwer à la première ligne du problème (4) et en utilis
argument de densité, on prouve facilement le résultat suivant.

Proposition 3.1. Pour toute donnéef dansH−1(Ω)d , il existe un réelε0 > 0 ne dépendant que def etν tel que,
pour toutε � ε0, le problème(3) admette une solution(uε,pε).

Pour aller plus loin, on utilise un formalisme introduit dans [3]. On noteX l’espace-produitH 1
0 (Ω)d ×L2

0(Ω)

etS l’opérateur qui, à toute donnée(f , g) dans le dualX ′ deX , associe la solution(u,p) du problème

∀v ∈ H 1
0 (Ω)d, a(u,v)+ b(v,p) = 〈f ,v〉,

∀q ∈ L2
0(Ω), b(u, q) =

∫
Ω

g(x)q(x)dx, (7)

qui est l’analogue de (2) dans le cas où1
ν

est égal à zéro. De même, on noteSε etSεh les opérateurs corresponda
aux problèmes pénalisé et discret analogues à (3) et (5) pour1

ν
= 0. Il est en effet facile de vérifier que chacun

ces problèmes admet une solution unique, de sorte que les trois opérateurs précédents sont bien définis.
On pose ensuite :G(u) = ( 1

ν
(u · ∇)u − f ,0). Les problèmes (2) et (3) s’écrivent alors de façon équivalent

(u,p) + SG(u) = 0, (uε,pε) + SεG(uε) = 0. (8)

On peut facilement démontrer (voir [5, Chapitre I, Théorème 4.3]) que l’opérateurSε vérifie les propriétés
suivantes, où la constantec est indépendante deε,

∀G ∈ X ′, ‖SεG‖X � c ‖G‖X ′ et lim
ε→0

∥∥(S − Sε)G
∥∥
X = 0. (9)

En notant que la fonctionG est continûment différentiable surH 1
0 (Ω)d à valeurs dansX ′, à différentielle

lipschitzienne et compacte, on déduit de [3] (voir aussi [5, Chapitre IV, Théorème 3.4]) le

Théorème 3.2. Soit(u,p) une solution du problème(2) telle que l’opérateurId+SDG(u) soit un isomorphisme
deX . Il existe deux réelsε∗

0 > 0 etλ > 0 tels que, pour toutε � ε∗
0, le problème(3) admette une solution uniqu

(uε,pε) dans la boule de centre(u,p) et de rayonλ. En outre, cette solution vérifie la majoration d’erreur
priori, où la constantec est indépendante deε,

|u− uε|H1(Ω)d + ‖p − pε‖L2(Ω) � cε
(|u|H1(Ω)d + ‖p‖L2(Ω)

)
. (10)

De façon similaire, le problème (5) s’écrit

(uεh,pεh)+ SεhG(uεh) = 0. (11)

S’il existe une constanteβ > 0, indépendante deh, telle que

∀qh ∈ Mh, sup
vh∈Xh

b(vh, qh)

|vh|H1(Ω)d
� β ‖qh‖L2(Ω), (12)

la norme de l’opérateurSεh deX ′ dansX est bornée indépendamment deε eth. La propriété suivante requiert un
preuve plus technique (voir [5, Chapitre II, Théorème 1.3]) : sous l’hypothèse (12) et si

∀V ∈X , lim
h→0

inf
Vh∈Xh×Mh

‖V − Vh‖X = 0, (13)

il existe un réelε1 > 0 tel que, pour toutε � ε1, on ait

∀G ∈ X ′, lim
h→0

∥∥(Sε − Sεh)G
∥∥
X = 0. (14)

On déduit alors de [3] les propriétés du problème (5).
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Théorème 3.3. Sous l’hypothèse du Théorème3.2 et les hypothèses(12) et (13), il existe trois réelsε∗
1 > 0, h∗

1 > 0
et λ∗ > 0 tels que, pour toutε � ε∗

1 et h � h∗
1, le problème(5) admette une solution unique(uεh,pεh) dans la

boule de centre(u,p) et de rayonλ∗, qui converge vers(u,p) lorsqueε eth tendent vers0.

On peut bien sûr, moyennant quelques conditions sur les propriétés d’approximation deXh × Mh et des
hypothèses de régularité de la solution(uε,pε) introduite dans le Théorème 3.2, prouver par les mêmes argum
une estimation de l’erreur entre(uε,pε) et (uεh,pεh) dansX .

4. Indicateurs d’erreur et estimations d’erreur a posteriori

On introduit maintenant une famille de triangulations régulière(Th)h par desd-simplexes, au sens de [
Chapitre I, Appendix A] et on suppose que, pour touth, les espacesXh etMh sont construits à partir d’élémen
finis liés à chaque élémentK deTh. Par analogie avec [2], on définit les deux types d’indicateurs suivants :
• indicateur lié à la méthode de pénalisation

ηε = ε‖pεh‖L2(Ω); (15)

• indicateurs liés à la discrétisation par éléments finis : pour toutK dansTh,

ηK = hK

∥∥∥∥f h + �uεh − 1

ν
(uεh · ∇)uεh − gradpεh

∥∥∥∥
L2(K)d

+ 1

2

∑
e∈EK

h
1/2
e

∥∥[∂nuh − phn]e
∥∥
L2(e)d

+ ‖divuεh‖L2(K), (16)

oùhK désigne le diamètre deK, EK l’ensemble des côtés (d = 2) ou faces (d = 3) deK qui ne sont pas contenu
dans∂Ω et, pour toute dansEK , he est le diamètre dee et [·]e signifie le saut à traverse. La fonctionfh représente
une approximation def dansZd

h , oùZh est l’espace

Zh = {
gh ∈ L2(Ω); ∀K ∈ Th, gh |K ∈P'(K)

}
, (17)

etP'(K) désigne l’espace des restrictions àK des polynômes de degré total� '. On peut noter [8, §3.5] que le
indicateursηK sont exactement ceux employés pour la discrétisation par éléments finis du problème (1) sa
de pénalisation.

L’idée pour majorer l’erreur entre les solutions(u,p) et (uε,pε) en fonction deηε consiste à écrire le
problèmes (2) et (3) sous la forme modifiée

F(u,p) = (u,p) + SG(u) = 0, Fε(uε,pε) = (uε,pε)+ SGε(uε) = 0, (18)

où l’on poseGε(uε) = ( 1
ν
(uε · ∇)uε − f ,−ε pε). On a en effet

F(uε,pε)− Fε(uε,pε) = F(uε,pε)− F(u,p) =
1∫

0

DF
(
τ u + (1− τ )uε, τ p + (1− τ )pε

)
(u − uε,p −pε),

et on en déduit de l’hypothèse du Théorème 3.2 et du fait queDF soit lipschitzienne, une majoration de l’erre
entre(u,p) et(uε,pε) dansX en fonction deε ‖pε‖L2(Ω), qui lui-même se majore parηε +ε‖pε −pεh‖L2(Ω). On
peut également majorer l’erreur entre(uε,pε) et (uεh,pεh) grâce aux arguments de [7, Théorème 3] (voir auss
Proposition 2.1]), ce qui mène au résultat suivant.

Théorème 4.1. Sous l’hypothèse du Théorème3.2, si la donnéef appartient àL2(Ω)d et si l’espaceXh contient
l’espaceY d

h , avec

Yh = {
vh ∈ H 1

0 (Ω); ∀K ∈ Th, vh|K ∈ P1(K)
}
, (19)
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il existe deux réelsε∗
2 > 0 eth∗

2 > 0 tels que, pour toutε � ε∗
2 eth � h∗

2, on ait la majoration

∥∥(u,p) − (uε,pε)
∥∥
X + ∥∥(uε,pε)− (uεh,pεh)

∥∥
X � c

(
η2
ε +

∑
K∈Th

(
η2
K + h2

K‖f − fh‖2
L2(K)d

))1/2

. (20)

Prouver cette estimation ne requiert pas l’hypothèse (12), qui est toutefois nécessaire pour le Théorèm
peut en outre démontrer par les arguments usuels, voir [2], les estimations réciproques, à savoir queηε est majoré
par une constante fois l’erreur globale, et que chaqueηK , K ∈ Th, est majoré par l’erreur dans la norme deXK ,
oùXK désigne l’espace des restrictions des fonctions deX à un voisinage deK, composé au maximum ded + 2
éléments deTh.

5. Une expérience numérique

La stratégie d’optimisation est la suivante (on réfère à [2, §5] pour une description plus détaillée) : a
tivement on raffine le maillage en découpant les trianglesK pour lesquelsηK est supérieur à la valeur moyen
desηK , puis on diminue la valeur deε lorsqueηε est supérieur à(

∑
K∈Th

η2
K)1/2.

Le calcul est effectué avec l’élément fini de Taylor–Hood (voir [5, Chapitre II, §4.2]) pour une visc
ν = 10−2, dans le domaine]−1,1[2 \ [0,1[2. La donnéef est nulle et les conditions aux limites de Dirich
sont homogènes sauf sur le côté{−1} × [−1,1] où la vitesse normale est nulle et la vitesse tangentielle ég
y2 − 1. La valeur finale « adaptée » du paramètreε est 0,14× 10−2. On présente dans la Fig. 1 le maillage fina
gauche et le champ de vitesse à droite. Les calculs ont été effectués sur le logiciel FreeFem++, voir [6].
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