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Résumé

On montre différents théorèmes d’existence pour des inclusions différentielles du second ordre de la formeẋ(t) ∈ K(x(t)),
ẍ(t) ∈ −NK(x(t))(ẋ(t)) + F(t, ẋ(t)), oùK (resp.F ) est une multi-application prenant des valeurs nonconvexe (resp. con
dans un espace de HilbertH . Pour citer cet article : M. Bounkhel, D. Laouir-Azzam, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Published by Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS.

Abstract

We prove several existence theorems for second order differential inclusions of the formẋ(t) ∈ K(x(t)), ẍ(t) ∈
−N(K(x(t)); ẋ(t))+ F(t, ẋ(t)), whenK andF are set-valued mappings taking nonconvex and convex values, respectiv
a Hilbert spaceH . To cite this article: M. Bounkhel, D. Laouir-Azzam, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Published by Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS.

1. Notations

Soientr > 0 et H un espace de Hilbert. On note parfup(H), (resp.ck(H), f (H)) l’ensemble des fermé
uniformémentr-prox-réguliers non vides (resp. l’ensemble des convexes compacts non vides, l’ensem
fermés non vides) deH . Rappelons qu’un ensembleS ⊂ H est uniformémentr-prox-régulier (voir [7]) (ce
qui est équivalent àr-proximalement lisse au sens de [5]) si pour toutx ∈ S et tout 0 	= ξ ∈ NP (S;x) on a
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〈 ξ
‖ξ‖ , x ′ − x〉 � 1

2r
‖x ′ − x‖2 pour toutx ′ ∈ S, où NP (S; x̄) désigne le cône normal proximal àS en x̄ ∈ S, qui

coincide avec celui de ClarkeN(S; x̄) pour cette classe d’ensembles (voir [5]).

2. Théorème d’existence dans le cas non perturbé

Soit K :H → fup(H) λ-lipschitzienne et bornée parl. Soientx0 ∈ H , u0 ∈ K(x0) et T > 0. On cherche deux
applicationsu, x : [0, T ] → H qui satisfait le processus de rafle du second ordre suivant, que l’on note (PRSO) :




x(t) = x0 +
t∫

0

u(s)ds, u(t) ∈ K(t), ∀t ∈ [0, T ] ;

u(0) = u0, u̇(t) ∈ −NK(x(t))

(
u(t)

)
, p.p. sur[0, T ].

Théorème 1. Si K est anti-monotone ouH est de dimension finie alors le problème(PRSO) a au moins une
solution lipschitzienne.

L’idée de la démonstration. On construit des solutions approchées(xn) et (un) par l’algorithme de Castaing [3
Ensuite, on utilise l’idée de [2] pour démontrer la propriété de Cauchy pour(un). La propriété de Cauchy pour(xn)

est assurée, soit par la dimension finie deH , soit par l’anti-monotonie deK. Ainsi, les limitesx et u de (xn) et
(un) seront solutions de (PRSO) d’aprés le théorème de convergence des sous-différentiels de la fonction di
pour des ensembles uniformément prox-réguliers, démontré dans [2].

Remarque 1. Notons que, même dans le cas convexe, notre démonstration est différente de celles qui exis
dans la littérature (voir [3,4,6]).

3. Théorèmes d’existence dans le cas perturbé

SoientH de dimension finie,K :H → fup(H) λ-lipschitzienne et bornée parl. SoitF :R+ ×H → ck(H) telle
queF(t, ·) est semicontinue supérieurement pour toutt ∈ R+ etF(· , x) est Lebesgue mesurable surR+ pour tout
x ∈ H . Soitx0 ∈ H etu0 ∈ K(x0). On cherche l’existence d’un réel positifT et deux applicationsx : [0, T ] → H ,
u : [0, T ] → H qui satisfait le processus de rafle du second ordre perturbé suivant, que l’on note (PRSOP) :

x(t) =




x0 +
t∫

0

u(s)ds, u(t) ∈ K
(
x(t)

)
, ∀t ∈ [0, T ] ;

u(0) = u0, −u̇(t) ∈ NK(x(t))

(
u(t)

) + F
(
t, u(t)

)
, p.p sur[0, T ].

La technique (voir par exemple [8]) employée dans les démonstrations des résultats de cette partie c
utiliser un théorème de point fixe et des résultats sur la rafle non convexe du premier ordre, prouvés dans
le théorème suivant on traite le cas où la perturbationF est supposée bornée.

Théorème 2. Outres les hypothèses ci-dessus, supposons qu’il existem > 0 tel que |F(t, x)| � m, ∀(t, x) ∈
R+ × H . Alors, il existeT > 0 et deux applicationsx : [0, T ] → H l-lipschitzienne,u : [0, T ] → H λl + m-
lipschitzienne, vérifiant(PRSOP).
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Le théorème suivant montre l’existence de solutions de (PRSOP) dans le cas oùF est univoque et indépendan
de t , i.e.,F(t, u) = {γ u} où γ 	= 0. Ce cas n’est pas contenu dans le Théorème 2, car la perturbationF n’est pas
bornée.

Théorème 3. SoientH de dimension finie,γ 	= 0 et K :H → fup(H) λ-lipschitzienne et bornée parl. Alors, il
existeT > 0 et deux applications lipschitziennesx : [0, T ] → H , u : [0, T ] → H vérifiant

x(t) =




x0 +
t∫

0

u(s)ds, u(t) ∈ K(t), ∀t ∈ [0, T ] ;

u(0) = u0, −u̇(t) ∈ NK(x(t))

(
u(t)

) + γ u(t), p.p. sur[0, T ].

Remarque 2. A notre connaissance, les résultats de cette partie sont nouveaux même dans le cas oùK est supposé
convexe.

4. Conclusion

Plusieurs résultats d’existence de la rafle du second ordre perturbée et plus précisément le cas de d
infinie où la perturbationF est nonconvexe, dépendant det et de l’étatx et ne dépend pas de la dérivéeẋ, sont
aussi étudiés dans [1]. Le lecteur peut trouver dans cet article les détails des techniques et preuves de
résultats d’existence de (PRSOP), dont cette Note annonce certains.
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