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Résumé

Le filtrage de Kalman permet d’estimer un processus multivarié inobservablex = {xn}n∈N à partir d’un processus multivari
observéy = {yn}n∈N. Cet outil admet de multiples applications, en particulier en traitement du signal. Dans sa form
classique, il s’appuie sur un modèle stochastique dynamique dans lequelx vérifie une équation d’évolution linéaire et la l
dey conditionnelle àx est donnée par les loisp(yn|xn). Nous proposons dans cette Note deux généralisations successi
modèle classique. La première, qui mène au modèle dit « Couple », consiste à supposer que l’équation d’évolution dx est en
fait vérifiée par le couple(x,y). Nous montrons que le nouveau modèle est strictement plus général que le modèle c
et qu’il peut, néanmoins, servir de support à la mise en place d’un filtrage de type Kalman. La deuxième, qui mène a
dit « Triplet », consiste à supposer que l’équation d’état est vérifiée par un triplet(x, r,y), où r = {rn}n∈N est un processu
auxiliaire, éventuellement sans existence physique. Nous montrons que le modèle Triplet est strictement plus géné
modèle Couple, et permet encore la mise en place du filtrage de Kalman.Pour citer cet article : F. Desbouvries, W. Pieczynski,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Kalman filtering enables to estimate a multivariate unobservable processx = {xn}n∈N from an observed multivariate proce
y = {yn}n∈N. It admits a lot of applications, in particular in signal processing. In its classical framework, it is base
dynamic stochastic model in whichx satisfies a linear evolution equation and the conditional law ofy givenx is given by the
lawsp(yn|xn). In this Note, we propose two successive generalizations of the classical model. The first one, which lea
“Pairwise” model, consists in assuming that the evolution equation ofx is indeed satisfied by the pair(x,y). We show that the
new model is strictly more general than the classical one, and yet still enables Kalman-like filtering. The second on
leads to the “Triplet” model, consists in assuming that the evolution equation ofx is satisfied by a triplet(x, r,y), in which
r = {rn}n∈N is an (artificial) auxiliary process. We show that the Triplet model is strictly more general than the Pairwis
and yet still enables Kalman filtering.To cite this article: F. Desbouvries, W. Pieczynski, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336
(2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.
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1. Introduction

Considérons le modèle dynamique stochastique linéaire classique{
xn+1 = F1

nxn + Gnun,

yn = H1
nxn + vn

(1)

dans lequelx = {xn}n∈N est un processus d’intérêt inobservable (ou caché) ety = {yn}n∈N le processus observ
Les vecteurs aléatoiresxn, yn et un sont à valeurs respectivement dansR

N, R
q et R

p, et les vecteurs aléatoire
wn = [uT

n,vT
n]T sont centrés, indépendants et indépendants dex0. Un tel modèle est, en particulier, un « proces

de Markov caché » (le processusx est de Markov).
Dans de nombreuses applications, on cherche à calculer récursivement certaines lois liées à lax

conditionnelle ày (dite « a posteriori »), au fur et à mesure de l’arrivée de nouvelles observations. Consi
par exemple le problème de filtrage, où l’on souhaite calculer récursivementp(xn|y0:n), avecy0:n = {yi}ni=0.
Les Éqs. (1) impliquentp(xn+1|xn,y0:n) = p(xn+1|xn) et p(yn+1|xn+1,y0:n) = p(yn+1|xn+1), ce qui permet de
calculerp(xn+1|y0:n+1) à partir dep(xn|y0:n) par

p(xn+1|y0:n+1) = p(yn+1|xn+1)
∫
RN p(xn+1|xn)p(xn|y0:n)dxn∫

RN p(yn+1|xn+1) [∫
RN p(xn+1|xn)p(xn|y0:n)dxn]dxn+1

. (2)

Si de plusx0 etwn sont Gaussiennes, les densités a posteriori sont également Gaussiennes ; calculer récu
les loisp(xn|y0:n) revient alors à calculer récursivement leurs moyennes et matrices de covariance, et (2) se
au célèbre filtre de Kalman [6] (voir également [1,5,3]). Si l’hypothèse Gaussienne n’est pas vérifiée, ou s
remplacé par un modèle non linéaire, le calcul de (2) peut devenir impossible. Pour cette raison, des mét
calcul approché, à base de simulations Monte Carlo, ont été proposées [13,4,2].

2. Modèle de Markov Couple

De manière analogue à celles qui ont permis de généraliser les champs, chaînes, et arbres de Markov c
champs [9], chaînes [12], et arbres [10] de Markov Couple, nous proposons de considérer un modèle da
le couple[x,y] vérifie les mêmes contraintes quex dans le modèle classique. Plus précisément, considéro
modèle vectoriel suivant :[

xn+1
yn

]
︸ ︷︷ ︸

zn+1

=
[

F1
n F2

n

H1
n H2

n

]
︸ ︷︷ ︸

Fn

[
xn

yn−1

]
+

[
G11

n G12
n

G21
n G22

n

]
︸ ︷︷ ︸

Gn

[
un

vn

]
︸ ︷︷ ︸

wn

(3)

dans lequel{wn}n�0 sont des vecteurs aléatoires centrés, indépendants et indépendants dex0. Un tel processus
z = {zn}n∈N (avecz0 = x0) sera appelé « Modèle linéaire de Markov Couple » (MLMCouple). Ce modèle es
généralisation directe du Modèle linéaire de Markov caché (MLMC) classique (1), ce dernier étant ob
posantF2

n = 0N×q , H2
n = 0q×q, G12

n = 0N×q , G21
n = 0q×p et G22

n = Iq×q .

Proposition 2.1. Pour le modèle défini par(3), la loi p(xn+1|y0:n+1) est obtenue à partir dep(xn|y0:n) par

p(xn+1|y0:n+1) = p(yn+1|xn+1,yn)
∫

RN p(xn+1|xn,yn,yn−1)p(xn|y0:n)dxn∫
RN p(yn+1|xn+1,yn) [∫

RN p(xn+1|xn,yn,yn−1)p(xn|y0:n)dxn]dxn+1
. (4)

La preuve se trouve en annexe. Notons que la formule (4) généralise bien (2) ; en effet, dans un
p(xn+1|xn,yn,yn−1) = p(xn+1|xn), p(yn+1|xn+1,yn) = p(yn+1|xn+1), et (4) devient (2).

Supposons maintenant que le processusw = {wn}n∈N est Gaussien et quep(x0) ∼ N (x̂0,P0). Les densités
p(xn|y0:n) etp(xn+1|y0:n) sont alors Gaussiennes. Posons

p(xn|y0:n) ∼N (x̂n|n,Pn|n), p(xn+1|y0:n) ∼N (x̂n+1|n,Pn+1|n), (5)
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(
wnwT

n

) =
[

Qn Sn

ST
n Rn

]
︸ ︷︷ ︸

Qn

,

[
G̃11

n G̃12
n

G̃21
n G̃22

n

]
︸ ︷︷ ︸

G̃n

=
[

G11
n G12

n

G21
n G22

n

][
Qn Sn

ST
n Rn

][
G11

n G12
n

G21
n G22

n

]T

. (6)

Nous avons le résultat suivant :

Proposition 2.2 (Filtre de Kalman Couple). Soit le modèle(3). Supposons quep(x0) ∼ N (x̂0,P0) et que
p(wn) ∼N (0,Qn). x̂n+1|n+1 et Pn+1|n+1 sont obtenus à partir dêxn|n et Pn|n par :

x̂n+1|n = [
F1

n − G̃12
n

(
G̃22

n

)−1H1
n

]
x̂n|n + G̃12

n

(
G̃22

n

)−1yn + [
F2

n − G̃12
n

(
G̃22

n

)−1H2
n

]
yn−1, (7)

Pn+1|n = [
G̃11

n − G̃12
n

(
G̃22

n

)−1G̃21
n

] + [
F1

n − G̃12
n

(
G̃22

n

)−1H1
n

]
Pn|n

[
F1

n − G̃12
n

(
G̃22

n

)−1H1
n

]T
, (8)

x̂n+1|n+1 = x̂n+1|n + Pn+1|n
(
H1

n+1

)T[
G̃22

n+1 + H1
n+1Pn+1|n

(
H1

n+1

)T]−1 (
yn+1 − H1

n+1x̂n+1|n − H2
n+1yn

)
, (9)

Pn+1|n+1 = Pn+1|n − Pn+1|n
(
H1

n+1

)T[
G̃22

n+1 + H1
n+1Pn+1|n

(
H1

n+1

)T]−1H1
n+1Pn+1|n. (10)

La preuve se trouve en annexe. On vérifie que siF2
n = 0N×q , H2

n = 0q×q, G12
n = 0N×q , G21

n = 0q×p et
G22

n = Iq×q , le modèle (3) redevient le modèle classique (1), et les Éqs. (7)–(9) et (10) coïncident respect
avec [1, Éq. (5.5), p. 115], [1, Éq. (5.12), p. 117], [1, Éq. (5.6), p. 116] et [1, Éq. (5.11), p. 117] qui constitu
filtre de Kalman classique.

Proposition 2.3. Soit zn = [xT
n,yT

n−1]T (avec z0 = x0), et supposons que{zn}n�0 est un processus centr
Gaussien et Markovien. Alors(1) Supposons que{xn}n�0 est un processus de Markov, et queq = 1. Alors
∀n, p(yn|xn+1,xn+2) = p(yn|xn+1), ou p(yn|xn+1,xn) = p(yn|xn+1). (2) Réciproquement, supposons q
p(yn|xn+1,xn+2) = p(yn|xn+1) ∀n, ou quep(yn|xn+1,xn) = p(yn|xn+1) ∀n. Alors {xn}n�0 est un processu
de Markov.

La preuve se trouve en annexe.

Remarques.

(1) L’introduction de modèles Couple dans le contexte du filtrage de Kalman n’est pas entièrement origin
manière indépendante, un modèle voisin a été proposé dans le cas Gaussien [7, Corollaire 1, p. 72]
modèle, le couplezn = [xT

n,yT
n]T (et nonzn = [xT

n,yT
n−1]T) vérifie une équation linéaire similaire à (3) et e

donc de Markov. Les équations de filtrage optimal pour ce modèle ont également été établies [7, Éqs
et (13.57)]. Cependant, les Éqs. (7) à (10) de la Proposition 2.2 (qui constituent le filtre optimal pour le
(3) dans le cas Gaussien) sont, à notre connaissance, originales. De même, aussi bien la formule
généralise (2), d’une part, et (7) à (10), d’autre part ; que la Proposition 2.3, qui précise le caractè
de la plus grande généralité des modèles Couple par rapport aux modèles cachés classiques, so
connaissance, originales.

(2) La condition nécessaire de la Proposition 2.3 implique que l’on peut trouver des modèles de Markov Cz
tels quex n’est pas de Markov, et donc, en particulier, que les MLMCouple (3) sont strictement plus gé
que les MLMC (1) classiques.

(3) La condition suffisante de la Proposition 2.3 est locale et peut donc se vérifier facilement dans le cadre
dèle dynamique stochastique (non nécessairement linéaire). A titre d’exemple, revenons au MLMCou
On vérifie que siF2

n = 0, alorsp(xn+1|xn,yn−1) = p(xn+1|xn) et le processusx est donc de Markov. Noton
que le casF2

n = 0, H2
n �= 0 fournit un modèle plus général que (1), dans lequelx est cependant Markovien.
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3. Modèle de Markov Triplet

De manière analogue à celles qui ont permis de généraliser les champs et chaînes de Markov Couple au
[11] et chaînes [8] de Markov Triplet, nous proposons de considérer un modèle dans lequel le processu
est remplacé par un processus Triplet. Plus précisément, nous considérons le modèle vectoriel suivant :

 xn+1
rn+1
yn




︸ ︷︷ ︸
tn+1

=Fn


 xn

rn

yn−1


 + Gnw′

n, (11)

dans lequelt = {tn}n∈N est le processus Triplet,x = {xn}n∈N le processus caché que l’on cherche à estim
y = {yn}n∈N le processus observé, etr = {rn}n∈N un processus supplémentaire, éventuellement sans exis
physique. Les vecteurs aléatoires{w′

n}n�0 sont centrés, indépendants et indépendants de[xT
0rT

0]T. Nous avons
donc un processus Couple(x�,y) avecx� = (x, r).

Dans le cas Gaussien, les loisp(x�
n|y0:n) peuvent être calculées récursivement par (7) à (10). Comme le

p(xn|y0:n) en sont des lois marginales, cela signifie que le modèle Triplet (11) autorise la mise en oeuvre d
filtre que le modèle Couple (3). De plus, le modèle (11) est strictement plus général que le modèle (3). E
nous pouvons énoncer le résultat suivant :

Proposition 3.1. Soit tn = [zT
n, rT

n]T (avect0 = [xT
0, rT

0]T), et supposons que{tn}n�0 est un processus centr
Gaussien et Markovien. Alors(1) Supposons que{zn}n�0 est un processus de Markov, et quern est à valeurs
dansR. Alors ∀n, p(rn|zn, zn+1) = p(rn|zn), ou p(rn|zn, zn−1) = p(rn|zn). (2) Réciproquement, supposons q
p(rn|zn, zn+1) = p(rn|zn) ∀n, ou quep(rn|zn, zn−1) = p(rn|zn) ∀n. Alors {zn}n�0 est un processus de Markov.

La preuve, omise, est analogue à celle de la Proposition 2.3. On peut ainsi considérert = (x, r,y) vérifiant (11),
donc Markovien, tel que(x,y) ne soit pas Markovien (voir les remarques à la fin de la Section 2), donc ne v
pas (3).

Annexe. L’annexe, qui contient les preuves des Propositions 2.1, 2.2 et 2.3, sera conservée cinq ans
Archives de l’Académie. Une copie peut être obtenue sur demande.
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