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Résumé

On considère une équation elliptique semilinéaire−�Tε + u · ∇Tε = fε(Tε)(1−Tε) dans un domaine extérieur deR
N avec

des conditions aux limites de type Dirichlet. Cette Note porte sur les questions d’existence, d’unicité et le compo
asymptotique des solutionsTε lorsque ε tend vers 0 et le terme de réaction se comporte comme une masse de
Les problèmes traités modélisent les flammes prémélangées dans la limite des hautes énergies d’activation.Pour citer cet
article : G. Sagon, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Asymptotic study of one-step chemistry for premixed flames in outer domains ofRN . We consider a semilinear ellipti
equation−�Tε +u · ∇Tε = fε(Tε)(1−Tε) in outer domains ofRN with Dirichlet’s boundary conditions. This Note deals w
the questions of existence, uniqueness and the asymptotic behavior of solutionsTε asε tends to 0 and the reaction term behav
as a Dirac distribution. Such problems arise in the modelling of premixed flames in the limit of high activations enerTo
cite this article: G. Sagon, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

On s’intéresse à un modèle stationnaire équidiffusionel de propagation de flamme dans un domaine
Ω = R

N
� �ω, N � 2. Le modèle thermo-diffusif équidiffusionel pour le système de réaction–diffu

correspondant à une onde stationnaire est alors (voir [13,12,9,4]) :

�T − u · ∇T + f (T )(1− T )= 0 dansΩ,

T (x)= θ0 sur∂ω,
0< T < lim|x|→+∞T (x)= 1,

(1)
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où T est la température renormalisée du mélange (elle vaut 0 pour les gaz frais et 1 pour les gaz
u= (u1, . . . , uN)

t le vecteur vitesse des gaz,f (T )(1− T ) le taux d’avancement de la réaction chimique.
On suppose queω est un ouvert régulier contenu dans la boule unité deR

N, 0< θ0 < 1, ui ∈ C0,δ(Ω) pour
i ∈ {1, . . . ,N} (0< δ � 1), f ∈ C0,1([0,1]) admet une température d’ignition :

∃θ ∈ (0,1), f = 0 sur[0, θ ], f > 0 sur]θ,1[. (2)

On étendf par 0 à l’extérieur de l’intervalle[0,1]. Par conséquentf est lipschitzienne surR et selon des
estimations elliptiques standards, si une solutionT de (1) est bornée, alorsT est de classeC2,δ(Ω).

Dans cette Note, on suppose queθ > θ0 et qu’il existe une constanteα > 0 telle que

‖u · x‖< α. (3)

De nombreux travaux portent sur les questions d’existence, d’unicité et les proprietés qualitatives des é
elliptiques semilinéaires dans des domaines cylindriques, surR ou sur l’espace entierRN . En particulier, Éq. (1)
intervient dans des modèles de combustion et de biologie.

En dimension 1, l’existence, l’unicité et des proprietés de monotonie des ondes planes ont été o
par Kolmogorov, Petrovskii, Piskunov [11], Zeldovich, Frank-Kamenetskii [13], Aronson et Weinberge
Kanel’ [10]. Le cas d’un système et de la limite singulière a été traité par Berestycki, Nicolaenko et Scheu

En dimensionN � 2, des résultats similaires ont été obtenus dans des domaines cylindriques infinis ou
par Berestycki, Larrouturou, Lions, Nirenberg [3,5,7]. Le problème de limite singulière conduit alors à un pro
de frontière libre.

Dans la Section 2, on montre l’existence d’un profile 0< T < 1, solution de (1). La preuve est basée sur
argument de point fixe pour construire une famille d’approximations(Tb)b>0 sur des domaines bornésΩb et sur
des estimations uniformes enb. En passant à la limiteb → ∞, on montre queTb → T localement (à une sous-sui
près) vers une solution de (1).

La Section 3 traite simultanément les questions de l’unicité et des proprietés de monotonie des solutio
en dimensionN = 2. Les preuves sont basées sur la sliding method [8] et sur le comportement asymptoti
solutions, lorsque|x| → ∞.

Dans la Section 4, on effectue une analyse asymptotique rigoureuse du modèle (1) dans la limiteE → ∞ des
hautes énergies d’activation, en dimensionN � 2.

2. Existence

Théorème 2.1.Le problème(1) admet une solutionT de classeC2(Ω).

Démonstration. On considère l’opérateurKb défini dansXb = C1,δ(Ωb) qui àw associe l’unique solutionW du
problème suivant posé dans le domaine bornéΩb = {x ∈Ω : |x|< b} :{−�W + u · ∇W = f (w)(1 −w) dansΩb,

W = θ0 sur∂ω, W(x)= 1 si |x| = b.
(4)

On montre que l’applicationKb admet un point fixeTb en appliquant le théorème de Point Fixe de Schaude
plus, puisquef vérifie (2), le principe du maximum impliqueθ0 < Tb < 1.

Théorème 2.2. Soient les réelsβ > 0 tel queβ � ||u||∞ +N + 1, f0 = min[θ ′,1] f > 0, θ ′ = 1+θ
2 . SiTb est un

point fixe deKb, alors il existe une constanter > 0 indépendante deb telle que

0< 1− Tb(x)� 1

2
(1− θ)e−µ(|x|−r) pour |x| � r, (5)

où la constanteµ> 0 est solution deµ2 +µβ − f0 = 0.
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Selon le Théorème 2.2 et des estimations elliptiques standards, en passant à la limiteb → ∞, Tb → T

localement (à une sous-suite près) vers une solutionT ∈ C2(Ω) de (1). ✷
3. Unicité et proprietés de monotonie en dimensionN = 2

Dans cette section, on suppose queu dérive d’un potentielρ et qu’il existe une transformation conforme

Ψ :
{
Ω →Σ = R

+ ×Π1 (Π1 désigne le Tore),
(x1, x2) �→ (

ρ(x1, x2),φ(x1, x2)
) (6)

qui vérifie les conditions suivantes :

l’applicationρ �→ ξ(ρ,φ)= ∣∣u ◦Ψ−1(ρ,φ)
∣∣−2 est croissante (7

Pour tous réelsε0, κ > 0, il existe un réelh0 > 0 tel que∣∣Ψ−1(ρ + h,φ)
∣∣ � (1+ ε0)

∣∣Ψ−1(ρ,φ)
∣∣ + κ ∀(ρ,φ) ∈Σ. (8)

L’hypothèse (6) entraîne que le champu vérifie l’équation de continuité pour un fluide incompressible :

∇ · u= 0.

On remarque que dans le cas d’un écoulement radial de type source, donné paru(z)= z/|z|2, les conditions (6)–(8
sont satisfaites si on poseΨ (z)= log|z| + i arg(z) et ξ(ρ,φ)= e2ρ .

Théorème 3.1. Le problème(1) admet une unique solutionT . De plus, l’applicationρ �→ T ◦ Ψ−1(ρ,φ) est
croissante.

Démonstration. Selon (6), la fonctioñT = T ◦Ψ−1 vérifie{
∂2
ρT̃ + ∂2

φT̃ − ∂ρT̃ + ξ(ρ,φ)f (T̃ )(1− T̃ )= 0 dansΣ,

T̃ (0, φ)= θ0, T̃ (+∞, φ)= 1 ∀φ ∈Π.
(9)

L’idée générale de la preuve consiste à comparer une solutionT̃1 de (9) et les translatées à gauche d’une seco
solutionT̃2 de (9).

Tout d’abord, à l’aide de(8) et d’estimations asymptotiques précises, on montre que le graphe des fon
T̃ h

2 (ρ,φ)= T̃2(ρ + h,φ) est situé au-dessus de celui deT̃1 pour touth� h0 > 0.
Ensuite, si(7) a lieu, la fonctionvh = T̃ h

2 − T̃1 vérifie

∂2
ρv

h + ∂2
φv

h − ∂ρv
h + ζ(ρ,φ)vh � 0 dansΣ. (10)

Par conséquent, le principe du maximum fort et le lemme de Hopf impliquevh > 0 pour touth > 0 ; d’où en
passant à la limiteh→ 0, on obtient̃T2 − T̃1 = v0 � 0. ✷
4. Limite asymptotique pour les grandes énergies d’activation

On suppose que la fonctionf dépend d’un paramètreε > 0 , proportionnel à l’inverse d’une énergie d’activati
E → ∞ (voir [13,6,2]) :

fε(s)= 1

ε2f

(
1− 1− s

ε

)
. (11)

Pour chaqueε > 0, la fonctionfε vérifie (2) avec la température d’ignitionθε = 1−ε(1−θ). On noteTε la solution
du problème de perturbation singulière. En procédant comme pour (5), on montre qu’il existe des co
µ, r > 0 indépendantes deε telles que

0� 1− Tε(x)� ε
(1− θ)e−µ

ε
(|x|−r) pour|x| � r. (12)
2
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On fixe un pointy sur ∂ω ; si ω vérifie une condition de sphère intérieure, à l’aide d’une constructio
fonctions barrières, on montre qu’il existe des constantes positivesC, λ et r indépendantes deε telles que

0� Tε(x)− θ0 � C
(
1− e−λ|x−y|) dansΩ ∩Br(y0), (13)

oùBr(y0) est une boule ouverte de rayonr et centrey0 ∈ ω.
En dimensionN � 2, selon un résultat de Berestycki, Caffarelli et Nirenberg [2], il existe une sous-suiTεi

qui converge uniformément sur tout sous-ensemble compact deΩ , vers une fonction lipschitzienne 0< T � 1 qui
vérifie

�T − u · ∇T = 0 dans{T < 1}
et sur les parties régulières de la frontière libreΓ = ∂{T < 1},

Tν = √
2m,

où ν désigne la normale extérieur à l’ensemble{T < 1} etm= ∫ 1
0 f (s)(1− s)ds.

Finalement, selon (12) et (13), en passant à la limiteε → 0, on obtient

Théorème 4.1.Il existe une constanter > 0 telle que

T ≡ 1 pour |x| � r

et siω vérifie une condition de sphère intérieure,

T ≡ θ0 sur ∂ω.

Par conséquent,Γ est un compact deΩ ∩Br̄ .
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