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Résumé

Nous considérons le problème de test d’indépendance des coordonnées d’un vecteur aléatoire de dimensiond > 2 et de
densitéf à support compact, contre une classe d’alternatives définie par la normeL2. La résolution de ce problème se fait v
l’approche minimax. Nous définissons la vitesse de test et une fonction de test dont la statistique est basée sur l’es
noyau et qui atteint cette vitesse. L’erreur de première espèce est bornée par une suite positive pouvant tendre vers
le nombre d’observations devient assez grand.Pour citer cet article : A.F. Yode, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Asymptotically minimax testing of the hypothesis of independence. We consider the minimax problem of testing t
independence of the components of ad-dimensional random vector against a set of alternatives defined byL2-norm. We are
interested in finding the minimax rate of testing and a test that attains this rate. The bound of the error of the first k
positive sequence which can decrease to zero as the number of observations increases.To cite this article: A.F. Yode, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Nous considérons l’expérience statistique engendrée par l’observationXn = (X − 1, . . . ,X − n), où Xi =
(X

(1)
i , . . . ,X

(d)
i ) ∈ R

d , d > 2, i = 1, . . . , n, sont des vecteurs aléatoires indépendants identiquement dist
de densité communef (·) par rapport à la mesure de Lebesgueµ. SoientΦ, l’ensemble de toutes les densit
définies surRd etΦ0 le sous ensemble deΦ défini par

Φ0 = {
f (·) ∈ Φ: f (x1, . . . , xd) = f1(x1) · · ·fd(xd)

}
, (1)

où les fonctionsfk(·), k = 1, . . . , d , sont les densités marginales def (·). En d’autres termes, les éléments
Φ0 sont des densités qui s’écrivent comme produit de leurs densités marginales. De ce fait, sif ∈ Φ0 alors les
coordonnéesX(j)

i , j = 1, . . . , d , du vecteur aléatoireXi sont indépendantes.
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réservés.
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Nous considérons, en se basant sur l’observationXn, le problème de test nonparamétrique de l’hypothèse

H0 : f (·) ∈ Φ0 (2)

contre la classe d’alternatives

Hn : f (·) ∈ Φn(ρn) =
{
f (·) ∈ Φ: inf

f∈Φ0
d(f,f0) � ϕn

}
, (3)

où d est une distance etϕn est une suite positive tendant vers 0 quandn → ∞. De plus, nous supposerons da
la suite que les densités satisfont certaines conditions de régularité. Nous utiliserons l’approche minima
résolution de ce problème.

Les études proches de cette Note dans la littérature, sont celles de Ingster [1,2]. Cependant, nou
deux principales différences entre ses travaux et le nôtre. La première se situe au niveau du c
la classe d’alternatives(3). Ingster [1,2], en considérant l’applicationg(·) :Φ → Φ0 qui à toute densité
f associe le produit de ses densités marginalesg(f ) = ∏d

k=1fk(xk), a introduit la famille d’applications
hg(f )(·) :Rd → ∆ = [0,1]d, f ∈ Φ définies parhg(f )(x1, . . . , xd) = (F1(x1), . . . ,Fd(xd)), oùFj (·) est la fonction
de répartition marginale associée à la densité marginalefj (·), et qui génère des isomorphismesHg(f )(·) des espace
de HilbertL2(∆,B,µ) etL2(R,Bd,Pg(f )) définis par

(Hg(f )φ)(x) = φ
(
hg(f )(x)

)
.

Ici, B etBd sont desσ -algèbres de Borel. De ce fait Ingster [1,2] a considéré la classe d’alternatives de la fo

Φn =
{
f (·) ∈ Φ: H−1

g(f )

(
f

g(f )
− 1

)
∈ Φn,∆

}
. (4)

Dans [1],Φn,∆ ⊂ Lp(∆) est une classe de fonctionsφ satisfaisant certaines conditions de regularité et‖φ‖p � ϕn,
et dans [2],Φn,∆ ⊂ lp (ellipsoïde) et‖φ‖lp � ϕn pour toutφ ∈ Φn,∆, 1 � p � ∞.

La deuxième différence concerne la borne de l’erreur de première espèce qui est, dans cette Note,
positive qui peut décroître vers 0 quandn → ∞, contrairement à Ingster [1,2] où cette borne est une constante
Des conditions pour que l’on soit capable de distinguer l’hypothèse nulle définie par(2) de la classe d’alternative
définies par(4) ont été établies dans [1,2].

2. Problème de test

Nous supposerons, dans cette Note, quef (·) ∈ Hd(r,L,S), r = m + τ, τ ∈ (0,1], m est un entier nature
L> 0, S où Hd(r,L,S) est l’espace de Hölder isotrope sur[0,1]d qui est l’ensemble des fonctions borné
φ définies sur[0,1]d ayant la même régularitér dans chaque direction, i.e., pour toutZ(l) = (z

(l)
1 , . . . , z

(l)
d ) ∈

[0,1]d, l = 1,2, nous avons

sup
(z1,...,zi−1,zi+1,...,zd )

∣∣∣∣∂
mf

∂zmi

(
Z(1)) − ∂mf

∂zmi

(
Z(2))∣∣∣∣ � L

∣∣z(1)i − z
(2)
i

∣∣τ , i = 1, . . . , d,

sup
z∈[0,1]d

∣∣f (z)
∣∣ � S.

PosonsΣ = Φ ∩ Hd(r,L,S) etΣ0 = Φ0 ∩ Hd(r,L,S).
Nous considérons la classe d’alternatives définie par

Φn(ϕn) =
{
f (·) ∈ Σ: inf

g∈Σ0
‖f − g‖2 � ϕn

}
, (5)

oùϕn est une suite positive tendant vers 0 et‖ · ‖2 est la norme deL2([0,1]d).
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Soit ψn = ψn(X
n), une suite de tests, i.e., de fonctions mesurables dépendant uniquement des obser

valeurs dans{0,1}. Nous acceptons l’hypothèse nulle siψn = 0 et nous acceptons l’alternative siψn = 1. L’erreur
de première espèce et celle de deuxième espèce sont respectivement définies par

sup
f∈Φ0

Pn
f {ψn = 1} et sup

f∈Φn(ϕn)

P n
f {ψn = 0}.

La mesurePn
f est la loi de probabilité dun-échantillon associée à la densitéf . Les propriétés du test so

caractérisées par les erreurs de première et deuxième espèce.
Nous dirons queψn est un test de niveau asymptotiqueαn ∈ (0,1) si

sup
f∈Φ0

Pn
f {ψn = 1} � αn

(
1+ on(1)

)
n → ∞. (6)

Notre but est de construire un testψn,αn de niveau asymptotiqueαn tel qu’il existe une suite de nombres posit
βn(αn) ∈ (0,1) satisfaisant

sup
f∈Φn(λϕn(αn))

P n
f {ψn = 0} � βn(αn)

(
1+ on(1)

)
, n → ∞, (7)

où ϕn(αn), appelée la vitesse de test, est une suite positive tendant vers 0 quandn → ∞ caractérisant la distanc
minimale entre l’hypothèse nulle et la classe d’alternatives telle que l’on peut distinguer l’hypothèse n
l’alternative etλ est une constante positive (voir [3]).

Remarque 1. Habituellement,αn est indépendant den. Mais αn peut dépendre den (voir Lepski [4]). Nous
considérerons plus tard le casαn = On(n

−γ ) quandn → ∞, oùγ est une constante strictement positive et fixé

3. Résultats

Nous proposons une procédure de test basée sur l’estimateur à noyau def (·) défini par

f̂n(x) = 1

nhd
n

n∑
i=1

K

(
x − Xi

h

)
, x ∈ [0,1]d,

oùhn est une suite positive tendant vers 0,nhd
n → ∞ quandn → ∞ etK(·) :Rd → R est un noyau.

Soit f̂0n(·) = ∏d
k=1 f̂kn(·), l’estimateur def (·) sur Σ0, où f̂kn(·) est l’estimateur de la densité marg

nale fk(·), obtenu par la méthode du noyau en se basant sur l’observation(X
(k)
1 , . . . ,X

(k)
n ) et défini par

f̂kn(xk) = (1/nbn)
∑n

i=1K∗((xk − X
(k)
i )/bn) pour toutxk ∈ [0,1] où bn étant une suite positive tendant vers

telle quenbn → ∞ quandn → ∞ etK∗(·) :R → R est un noyau.
Nous introduisons des conditions permettant d’établir nos résultats :

(C1) K etK∗ sont des fonctions lipschitziennes et à support compact surR
d et R respectivement,

(C2)
∫
[0,1]d u

a1
1 · · ·uad

d K(u)du = 0 pour tout(a1, . . . , ad) ∈ N
d tels que

∑d
i=1ai < r,

∫
[0,1] u

aK∗(u)du = 0 pour
touta ∈ N tel quea < r.

Nous considérons le testψn,αn basé sur la statistique suivante

Tn =
∥∥∥∥∥f̂n −

d∏
k=1

f̂kn

∥∥∥∥∥
2

2

− 1

n2h2d

n∑
i=1

∫

[0,1]d
K2

(
x − Xi

h

)
dx (8)

et défini parψn,αn = I{Tn>λn(αn)}, où λn(αn) qui définit la région critique du test est choisie de telle sorte
l’inégalité (6) soit vraie etI est la fonction indicatrice.
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Posonsλn(αn) = (λϕn(αn))
2, ϕn(αn) = (

n−1
√

log 2
αn

)2r/(4r+d)
, λ = 2(12r+d)/(8r+2d)L

d(4r+d)
0 Υ r/(4r+d),

L0 = 1

m!
d∑

j=1

∫

[0,1]d
|uj |rK(u)du, Υ = S2

∫

[0,1]3d
K(u)K(v)K(u + w)K(v + w)dudvdw.

Pour toutes constantes positivesA∗, B∗, γ etC∗ vérifiant

A∗ >
8S‖K∗‖2(r + 2)

2r + 1
, B∗ >

8S‖K‖2
2(4r + 3d + 4)

2(4r + d)
, (9)

γ < min

{
1,

4r + 3d + 4

2(4r + d)
− B∗

8S‖K‖2
2

; r + 2

2r + 1
− A∗

8S‖K∗‖2
2

}
, C∗ > 1+ √

2, (10)

nous avons les résultats suivants

Théorème 3.1. Supposons que les conditions C1, C2 sont satisfaites et que r > d
4 et αn = On(n

−γ ) quand n → ∞.
Alors,

sup
f∈Φ0

Pn
f

{
Tn �

(
λϕn(αn)

)2} � αn

(
1+ on(1)

)
, n → ∞. (11)

Théorème 3.2. Supposons que les conditions C1, C2 sont satisfaites et que r > d
4 et αn = On(n

−γ ). Posons

βn(αn)
�=

(
2

(
αn

2

)(C2∗−2C∗−1)2

+ 8dQ2

A
1/2∗

n

r+2
2r+1− A∗

8S‖K∗‖2
2 + 8Q1

B
1/2∗

n

4r+3d+4
2(4r+d) − B∗

8S‖K‖2
2 + 16

n

)
,

où Q1 et Q2 sont les constantes de Lipschitz respectives de K et K∗. Alors

sup
f∈Φn(λϕn(αn))

P n
f

{
Tn �

(
λϕn(αn)

)2} � βn(αn)
(
1+ on(1)

)
, n → ∞. (12)

Les démonstrations de ces théorèmes sont basées sur des résultats de grandes déviations pour des U
dégénérées dont le noyau dépend den et pour l’estimateur à noyau de la densité de probabilité.

Remarque 2. Sous les conditions(9), βn(αn) → 0 siαn → 0 quandn tend vers l’infini.

Remarque 3. Si αn ≡ α pour toutn, nos résultats sont similaires à ceux de Ingster [1] pour le casp = 2. De plus,
sous les conditions(9), on aβn(α) = 2(α2)

(C2∗−2C∗−1)2(1+ on(1)) quandn → ∞.
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