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Résumé

Nous définissons et étudions l’anneau des fonctions rationnelles dans le cadre hyper-analytique. Nous donnons u
de définitions équivalentes de la rationalité. La multiplication de Cauchy–Kovalevskaya joue un rôle important dans la
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Abstract

Rational functions and realization theory: the hyperholomorphic case.We define and study the ring of rational functio
in the hyperholomorphic setting. We give a number of equivalent characterizations of rationality. The Cauchy–Koval
product plays an important role in the arguments.To cite this article: D. Alpay et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Quaternionic analysis (and more generally the setting of Clifford algebras) arose from the desire to
the theory of complex functions of one variable toRn (the case of quaternions corresponds ton = 4). It is
surprising that a simple and fundamental notion such as that of a rational function has not yet been co
in the setting of quaternionic analysis. To explain the problem at hand we recall that a matrix-valued
function of one complex variable is just a quotientr(z) = q(z)

p(z)
whereq is a matrix-valued polynomial function an

p is a scalar polynomial. We will supposep(0) �= 0. Rational functions analytic in a neighbourhood of the ori
can be characterized as being the set of functions of the form

r(z) = D + zC(I − zA)−1B, (1)
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where D = r(0) and A,B,C are matrices of appropriate sizes. Eq. (1) is called a realization and pl
fundamental role in the theory of linear systems; see, e.g., [11,7]. Another equivalent definition of a r
function makes use of the celebrated backward-shift operatorR0f (z) = f (z)−f (0)

z
. A Cm×n-valued functionsr

analytic in a neighborhood of the origin is rational if and only if the linear span of theCm-valued functionsRk
0(rc)

wherek = 0,1, . . . andc ∈ Cn is a finite-dimensional vector space overC.
To extend these notions to the hyperholomorphiccase a number of obstacles arise: first, the quaternioni

is not hyperholomorphic (in this note we use the notation of [4] and we will not review the definitions of the
field of quaternions and of left and right hyperholomorphic functions; we consider only left hyperholom
functions and call themhyperholomorphicfor simplicity). Next, it is not clear what the counterpart of t
operatorR0 should be. Furthermore, the pointwise product of two hyperholomorphic functions need n
hyperholomorphic. Finally one is in a non-commutative setting. We address these problems in the followin
Rather than the quaternionic variablex and polynomials in this variable we consider sums of Fueter polynom
We replace pointwise products of hyperholomorphic functions by their Cauchy–Kovalevskaya produc
product allows also to define a hyperholomorphic inverse to a hyperholomorphic function which does no
at the origin. The non-commutativity forces to consider the ring generated by the Fueter polynomials.

1. Les polynômes de Fueter et le produit de Cauchy–Kovalevskaya

Nous dénotons parH le corps des quaternions et par

x = x0 + x1e1 + x2e2 + x3e3 = x0 + x1e1 + (x2 + x3e1)e2

la variable quaternionique. Les fonctions

ζ1(x) := x1 − x0e1, ζ2(x) := x2 − x0e2, ζ3(x) := x3 − x0e3

sont hyper-analytiques. Rappelons quee2
1 = e2

2 = −1 et quee1e2 + e2e1 = 0. Nous dénoterons en généralζj (x)

par ζj sans mentionner la variablex. On identifiee1ζ1 = x0 + x1e1 avec la variable complexe. Cependant il
important de noter que lesζj ne commutent pas et ne jouent pas le rôle de trois variables complexes indépen
Par exemple,ζ2 = ζ3 = 0 implique queζ1 ∈ R. Soienta1, a2, . . . , an ∈ H et soitSn l’ensemble des permutation
de{1, . . . , n}. Le produit symétrique des élémentsa1, a2, . . . , an ∈ H est par définition (voir [10, p. 46])

a1 × a2 × · · · × an:= 1

n!
∑
σ∈Sn

aσ(1)aσ(2) · · ·aσ(n).

Définition 1.1.Soitν = (ν1, ν2, ν3) ∈ N3. Le polynôme de Fueterζ ν est égal à

ζ ν(x) := ζ1(x)×ν1 × ζ2(x)×ν2 × ζ3(x)×ν3.

Les fonctionsζ ν sont hyper-analytiques à gauche et à droite (voir [12]). De plus, (voir [10]) toute fon
hyper-analytique (disons à gauche) dans un voisinage de l’origine admet un développement en série de p
de Fueter :

f (x) =
∑
ν∈N3

ζ νaν, aν ∈ H.

Le produit de Cauchy–Kovalevskaya a une définition très naturelle lorsque les fonctions sont données par d
de polynômes de Fueter ; voir [8].

Définition 1.2. Le produit de Cauchy–Kovalevskayaf �Lg des fonctionsf (x) = ∑
ν∈N3 ζ νaν et g(x) =∑

µ∈N3 ζ µbµ est donné par la série de Fueter :

f �Lg(x) =
∑
η∈N3

ζ ηcη, aveccη :=
∑

0�ν�η

aνbη−ν, η := ν + µ.
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Dans la dernière expression,ν � η signifie queνi � ηi pour i = 1,2,3. De plus, lorsque les fonctionsf et g

dépendent seulement deζ1 on reconnaît le produit de convolution des suitesaν etbν , qui joue un rôle si importan
en théorie des systèmes linéaires ; voir [1]. On définit de même un produit�R dont le résultat est une fonctio
hyper-analytique à droite. Dans la suite nous considérons seulement des fonctions hyper-analytiques à ga
nous appelerons simplementhyper-analytiques.

Lemme 1.3.Soitg une fonction hyper-analytique dans un voisinage de l’origine. Supposons queg(0) = 0. Alors
la fonction

(1− g)−�L := 1+ g + g �L g + g �L g �L g + · · ·
est hyper-analytique dans un voisinage de l’origine et

(1− g) �L

(
(1− g)−�L

)= (
(1− g)−�L

)�L (1− g) = 1

dans ce voisinage.

Soitf une fonction hyper-analytique dans un voisinage de l’origine ; on peut écrire :

f (x) − f (0) = ζ1 �L f1(x) + ζ2 �L f2(x) + ζ3 �L f3(x),

les fonctionsfi étant aussi hyper-analytiques dans un voisinage de l’origine. En effet, pourν1 > 0

ζ (ν1,ν2,ν3) = ζ1 �L ζ (ν1−1,ν2,ν3)

et de même pourζ2 et ζ3. Soit f (x) =∑
ν ζ νrν le développement def en série de polynômes de Fueter. Il su

de prendre

f1(x) =
∑
ν∈N3

ν1>0

ζ (ν1−1,ν2,ν3)rν, f2(x) =
∑

ν=(0,ν2,ν3)
ν2>0

z(0,ν2−1,ν3), f3(x) =
∑

ν=(0,0,ν3)
ν3>0

ζ (0,0,ν3−1)rν .

La formule du rayon de convergence du développement en série de polynômes de Fueter (voir [10]) impl
les séries définissant lesgj convergent aussi dans un voisinage de l’origine. On a là donc la solution d’un pro
de type Gleason associé au produit de Cauchy–Kovalevskaya. La démonstration est beaucoup plus facile
le cas où l’on considère le produit ponctuel de fonctions (c’est-à-dire lorsque le produit de deux fonctions e
par (fg)(x) = f (x)g(x) ; rappelons quefg ne sera pas en général hyper-analytique même sif et g le sont) ;
voir [4] pour ce dernier cas.

2. L’anneau des fonctions rationnelles à gauche

Définition 2.1. Une fonction rationnelle à gauche est une fonction obtenue à partir d’un nombre fini d’opé
du type suivant faites à partir des monômesζ α et des constantes :

(1) Addition.
(2) Multiplication de Cauchy–Kovalevskaya.
(3) Si la fonction ne s’annulle pas à l’origine, inversion.

On obtient un anneau de fonctions hyper-analytiques à gauche. Par exemple la fonction((
(1− ζ1e2)

−�L + 2
)−�L + ζ1 �L ζ

�L3
2

)−�L + ζ
�L5
3 e3

est rationnelle à gauche.
On définirait de même les fonctions rationnelles à droite en utilisant le produit�R . Dans cette Note nou

considérons seulement le cas du produit�L et nous appellerons les fonctions obtenuesrationnelles.
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3. Réalisation des fonctions hyper-analytiques

Nous dirons qu’une fonction de la variable quaternioniquex et à valeurs dansHm×n admet une réalisation s
elle peut s’écrire de la manière

r(x) = D + C �L (I − ζ1A1 − ζ2A2 − ζ3A3)
−�L �L (ζ1B1 + ζ2B2 + ζ3B3),

où Ai, Bi, C et D sont des matrices de dimensions compatibles et dont les éléments sont dansH.
Les fonctions d’une variable complexe rationnelles et analytiques dans un voisinage de l’origine corres

au cas oùA2 = A3 = 0, B2 = B3 = 0 etC ∈ C
m×#, A1 = e1a, B1 = e1b où a et b sont des matrices complexes

Nous définissonsZ# = ( ζ1I# ζ2I# ζ3I# ). L’Éq. (1) devient :

r(x) = D + C �L (I# − Z#A)−�L �L (Z#B) avecA =
(

A1
A2
A3

)
etB =

(
B1
B2
B3

)
.

Théorème 3.1. Supposons la matriceD inversible et définissons avecA× = A − BD−1C. La fonctionr(x) a
alors un inverse, dont une réalisation est:

r(x)−�L = D−1 − D−1C �L

(
I# − Z#A

×)−�L �L

(
Z#BD−1). (2)

Dans le théorème suivant nous utilisons :

diag(Z#,Zm) = Z#+mU oùU =




I# 0 0 0 0 0
0 0 0 Im 0 0
0 I# 0 0 0 0
0 0 0 0 Im 0
0 0 I# 0 0 0
0 0 0 0 0 Im


 . (3)

Théorème 3.2. SoientR1 et R2 deux fonctions rationnelles, à valeurs dansH
n1×m et H

m×n2 et ayant les
réalisations

Ri(x) = D(i) + C(i) �L

(
I − ZA(i)

)−�L �L Z#i B
(i) (i = 1,2).

SoitU définie par(3). On a:

(R1 �L R2)(x)

= D(1)D(2) + (
C(1)D(1)C(2)

)�L

(
I − Z#1+#2U

(
A(1) B(1)C(2)

0 A(2)

))−�L

�L Z#1+#2U

(
B(1)D(2)

B(2)

)
.

4. Le résultat principal

Théorème 4.1.Une fonction de la variable quaternionique est rationnelle si et seulement si elle adme
réalisation.

Démonstration. Dans une direction il suffit de noter que les fonctions élémentairesζjM avec M ∈ Hm×n

admettent une réalisation et d’utiliser les résultats de la section précédente. Mais l’on a

ζjM = (
M (In 0)

)�L

(
I2n − ζj

(
0 In

0 0

))−�L

�L

(
ζj

(
0
In

))
.
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Dans la direction opposée, il suffit de démontrer le résultat par récurrence sur# pour la fonctionI# − Z#A. Pour

# = 1 la fonction est rationnelle par définition. Pour passer de# − 1 à# on dénoteAj = ( aj bj

cj dj

)
for j = 1,2,3

avecaj ∈ H etdj ∈ H(#−1)×(#−1) et on utilise la formule

(
α β

γ δ

)−�L

=
(

(α×)−�L −(α×)−�L �L β �L δ−�L

−δ−�L �L γ �L (α×)−�L δ−�L + δ−�L �L γ �L (α×)−�L �L β �L δ−�L

)
,

où α× = α − β �L δ−�L �L γ (voir [9, formula (0.12), p. 4]) avec

α = 1−
3∑
1

ζjaj , β = −
3∑
1

ζjβj , γ = −
3∑
1

ζj cj , δ = I#−1 −
3∑
1

ζjdj .

Supposons l’hypothèse de récurrence vraie pour# − 1. La fonctionδ−�L est alors rationnelle et doncα× et
(α×)−�L sont aussi rationnelles. On en déduit que(I# − Z#A)−�L est rationnelle.

5. Fonctions rationnelles et problème de Gleason

Il s’agit de trouver l’analogue de l’opérateurR0. Un espaceM de fonctions hyper-analytiques sera dit invari
à gauche si pour toute fonctionf ∈M il existe des fonctionsg1, g2 etg3 dansM telles que

f (x) − f (0) = ζ1 �L g1(x) + ζ2 �L g2(x) + ζ3 �L g3(x).

En d’autres termes le problème de Gleason est résoluble dansM. Notons qu’à la différence de [4] nous utiliso
le produit de Cauchy–Kovalevskaya. La preuve du résultat suivant est analogue à la preuve d’un théo
réalisation de [2].

Théorème 5.1.La fonctionr est rationnelle si et seulement si il existe unH-espace vectoriel à gaucheM de
dimension finie qui est invariant à gauche et tel que l’on ait

r(x) − r(0) = ζ1 �L g1(x) + ζ2 �L g2(x) + ζ3 �L g3(x) avecg1, g2, g3 ∈M. (4)

Démonstration. Supposons qu’il existe un espaceM répondant aux hypothèses de l’énoncé. SoitF(x) une
fonction matricielle dont les colonnes forment une base deM. Il existe des matricesA1, A2, A3 telles que

F(x) − F(0) = ζ1 �L

(
F(x)A1

)+ ζ2 �L

(
F(x)A2

)+ ζ3 �L

(
F(x)A3

)
.

De l’égalitéζj � (F (x)Aj) = F(x) � (ζjAj) on déduit que

F(x) = (I − ζ1A1 − ζ2A2 − ζ3A3)
−�L .

De plus il existe des matricesBj telles quegj (x) = F(x)Bj . Le résultat se déduit alors de (4). La démonstra
de l’implication directe se fait à partir de la réalisation.

6. Un exemple

SoitΩ = {x ∈ H | 3x2
0 + x2

1 + x2
2 + x2

3 < 1}. Nous définissons

ky(x) = (
1− ζ1(x)ζ1(y) − ζ2(x)ζ2(y) − ζ3(x)ζ3(y)

)−�L, y ∈ Ω.
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La fonctionx �→ ky(x) est rationnelle. Définissons|ν| = ν1 + ν2 + ν3 et ν! = ν1!ν2!ν3!. Soientx, y ∈ H. Nous
avons :

ky(x) =
∑
ν∈N3

|ν|!
ν! ζ ν(x)ζ ν(y).

La fonctionky(x) est donc positive dansΩ . Il existe un espace à noyau reproduisant associé. Ce dernier co
l’espace de Hardy du disque de manière isométrique et est l’analogue de l’espace d’Arveson de la boule
pour cet espace et [3] pour des problèmes d’interpolation dans l’espace d’Arveson.

7. Conclusions

Dans le cas classique d’une variable complexe la notion de réalisation permet de développer la thé
systèmes linéaires. Ces concepts ont des généralisations au cas de plusieurs variables complexes. Voir p
[6]. C’est une direction différente que nous proposons dans cette Note. Lorsque l’on identifieH avecC2 on
obtient des notions nouvelles, tout à fait différentes des concepts classiques, et qui seront explicitées
travail ultérieur.
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